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UN METODO ANALITICO PARA EVALUAR LA PROBABILIDAD
DE QUIEBRA
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UNED y Fundacién Empresa Publica

El problema de estimar la probabilidad de quiebra se ha abordado tradicionalmente mediante el and-
lisis discriminante de empresas saneadas y con dificultades. Un problema importante de este modelo
es la estabilidad temporal de sus estimaciones. EL método propuesto en este trabajo trata de resolver
este problema partiendo de la consideracion explicita de las funciones que definen el valor de una
empresa, o sector econdmico. Asi, el valor de una empresa queda definido como una variable aleato-
ria, aunque compleja. El paso siguiente es, enfonces, disefiar métodos para el cdlculo analitico y
numérico de su distribucion. Este enfoque permite, también, analizar con claridad la relacidn entre
los enfoques de simulacion y los de evaluacion del riesgo.

1. Introduccién

El trabajo que se presenta en este documento surgié como respuesta a la difi-
cultad de entender el fundamento del modelo de Altman. Este modelo es de
caracter empiricista, y su objetivo es determinar estadisticamente los parame-
tros de una funcién lineal que relaciona la probabilidad de quiebra de una
empresa con una serie de «ratios» de balance y de factores sociologicos. El
modelo descrito no plantearia problemas especiales, de no ser por la inestabi-
lidad que sus coeficientes muestran a lo largo del tiempo en la practica.

Por otra parte, este modelo deja sin resolver la relacién entre los métodos de
valoraciéon de empresas y de simulacion de sus resultados, y los métodos de
evaluacion del riesgo (es decir, calculo de medias y varianzas del valor de una
empresa o sector econémico). El interés por el modelo de Altman, 1968,
1977, creci6 en la pasada década con las crisis de empresas industriales y del
sisterna bancario. Un buen namero de trabajos empiricos son testigos de esta
afirmacion (por ejemplo, en el caso espafiol, Martinez Mongay e al, 1988,
Rodriguez Fernandez, 1987, 1988).

Paralelamente han tenido lugar algunos desarrollos tedricos cuyo objetivo ha
sido determinar la probabilidad de quiebra en algunos modelos muy simplifi-
cados (Rosen, 1974 y Hamermesh, 1988, por ejemplo). El trabajo que se pre-
senta a continuaciéon trata de resolver analiticamente el problema mencio-
nado de inestabilidad de los coeficientes en el contexto de modelos més rea-
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listas. Ademas, el marco de analisis propuesto permite también realizar simu-
laciones para calcular la probabilidad buscada con relativa facilidad. El enfo-
que propuesto tiene la ventaja de integrar el analisis de simulacion (calculo de
medias) y el de evaluacién del riesgo (cilculo de varianzas), en un esquema
tedrico que muestra con claridad la relacién entre ambos aspectos.

La seccién 2 presenta el desarrollo del calculo de la probabilidad de quiebra
en algunos modelos sencillos, e ilustra las dificultades que puede plantear el
enfoque de Altman, que aparece como un caso particular del desarrollo anali-
tico propuesto. La seccién 3 presenta el detalle de los calculos y propone cua-
tro métodos para calcular las probabilidades relevantes, a la vez que se ilustra
el calculo de las simulaciones mediante un sencillo ejemplo. Por dltimo, la
seccién 4 recoge las conclusiones més relevantes.

2. Un modelo simple

El problema que se discute en este trabajo, quiza puede ser clarificado por
medio de la consideracién de algunos ejemplos simplificados. Para ello,
comenzaremos esta seccion por el analisis del modelo siguiente para el bene-
ficio de una empresa en un momento dado,

n=p-Q—-—w+L—71-F [1]

donde «p» es el precio del producto «Q» que dicha empresa produce, «w» son
los salarios, «L» el empleo, «r» el tipo de interés nominal, y «F» la financiacién
ajena. No se consideran dotaciones a fondos propios, ni otro tipo de «nputs»,
por el momento, para simplificar la exposicion. Supongamos que en este
modelo, «Q», «L» y «F» son cantidades fijadas de antemano (por el momento
y con el Gnico objetivo de ilustrar algunos problemas basicos simplemente),
pero los precios «p», «w», «r», son variables aleatorias de modo que,

P =t +e
w=w*+g (2]
T =r*% + ¢

donde E(g)) = E(g;) = E(s;) = 0, y suponemos que estos errores cumplen las
caracteristicas usuales (varianza constante y no correlacion serial, en particu-
lar). Supondremos, también, y para simplificar la notacion que los errores son
independientes entre si, y E< = o?. Es obvio, ahora, que el beneficio distri-
buido «m», es una variable aleatoria con las siguientes caracteristicas,

n=p*Q—w*L—r*F)+ (g Q- el—gF)
™+ u 13]
donde n* = E(n), y donde la varianza de «u» esta dada por,

o?(u) = 6;Q* + o3L? + of (4]
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Puede ser interesante observar, que los valores de Q, L y F, estaran determina-
dos por funciones de demanda, de modo que seran variables aleatorias, en
general (este punto se desarrolla con mayor detalle en la siguiente seccion).
Por el momento baste con observar que todo el desarrollo de esta seccién es
igualmente valido para el caso en que sean variables aleatorias del tipo Q =
Q*+e,, etc. en el mismo espiritu que [2]. La tnica diferencia es que la
varianza de u en [3] serd una expresion algo mas compleja algebraicamen-
te.

Una posible forma de analizar el problema de la quiebra, que tiene la ventaja
de ser sistematica, es considerar el valor patrimonial de la empresa, dado
por

Vo= 2. (md) 5]

donde «d,» es un factor de descuento, que normalmente coincidira con
(1+7)7". Si en lugar del beneficio, m, tomamos el cash-flow (beneficio mas
depreciacion (d)) la tasa de descuento relevante es (1+7+8)~. Alternativa-
mente, podemos considerar un sumatorio finito, con un nimero de términos
igual al periodo de vida efectiva del equipo capital, y la tasa de descuento rele-
vante seguiria siendo (1 +r)™'. Este enfoque plantea el problema de c6mo cal-
cular la vida efectiva del equipo capital. Por otra parte, es evidente que las
empresas se establecen, en general, sin un horizonte definido para su liquida-
ciéon, o en otras palabras, bajo el proyecto de que perduren. Asi se recoge
habitualmente en los tratados de teoria econémica, motivo por el que el resto
de este trabajo se desarrolla bajo este hipdtesis (véase por ejemplo, L. A. Rojo,
pag. 335, y, T. Sargent, pags. 128 y 333, por citar dos referencias bien conoci-
das por los estudiosos de teoria econémica en este pais). En cualquier caso, es
conveniente observar que los métodos propuestos en este trabajo cubren,
también, la hipotesis de un periodo de vida finito. También es interesante
sefialar la posible conveniencia de utilizar el enfoque CAPM para calcular la
tasa de descuento relevante a toda empresa, de modo que incorpore una
medida del riesgo implicado (es decirr; = r; + B, (r,, — r;), siendo r; el tipo de
interés sin riesgo, r,, el rendimiento del mercado, B; el beta del titulo, y final-
mente, 7;, la tasa de interés exigible al titulo considerado). De acuerdo a esta
expresion, se considerara que una empresa esta en situacion de quiebra téc-
nica si V, < 0. Esta definicion es, por supuesto, relativamente arbitraria, perc
esto no afecta esencialmente a los desarrollos que se presentan a continuacién
(puede definirse la quiebra alternativamente, por ejemplo, como V, < K,
donde X es alguna constante diferente a cero). A partir de [3], es evidente que
«Vo» es, también, una variable aleatoria, por lo cual, una pregunta maés intere-
sante es cual es la probabilidad de que ¥, < 0. Para contestar a esta pregunta es
preciso, en primer lugar, calcular la funcién de probabilidad de «V», lo que se
desarrolla a continuacién. Consideremos una situacién en la que «Qy, «L» y
«F» son constantes a lo largo del tiempo. Entonces,
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Vo = Z (m. +u,) d,

.
r + w

]

Por consiguiente, la media de «V,» es m*/r. Para calcular su varianza, efectua-
mos el siguiente desarrollo,

Ep= ) old?

t=1

2
Gu

(1472 —1

Obsérvese que seria incorrecto calcular la varianza a partir de V,, = n/r = n*/r
+ w/, de modo que 6*(V,) = o}/r%; el motivo es que la expresion ¥, = n/r
solamente es cierta cuando el beneficio es constante, cosa que no ocurre en el
presente contexto, ya que lo inico que es constante es su media.

Si suponemos, ahora, que los errores «e» siguen una distribucion normal,
también lo hara «w», de modo que podemos escribir, finalmente,

Vo ~ N@*/r, o2/ ((1+71)* — 1)) (8]

A partir de aqui, podemos calcular la probabilidad buscada de que «¥y» sea
negativo. Es interesante notar, también, que un desarrollo similar se obtiene
suponiendo que la media de los beneficios crece a una tasa constante «g», de
modo que,

me=(1+g) mL, (9]
Un supuesto légico que debe acompafiar a [9] es,
o*(u) = (1+g)* 0% (%)) (10]

de modo que (o(m,)/E((n,)) se mantenga constante. En estas condiciones es
facil demostrar que se obtiene una expresion similar a (8], dada por

Vo ~ N(mg(1+y)/(r—g) , oo(1+g)*/((1+7)* = (1+g)*))

donde ¢, = E(u}).

Otro aspecto interesante de los desarrollos anteriores es la reduccion de varia-
bilidad del valor de una empresa, relativo a su beneficio medio. Para ver este
punto consideremos la expresion,
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S(Vo)/E(Vy) = (o/m") - t/((1+7)2 — 1)
= (o/m") (r'2/1/2) [11]

para valores de «r» no demasiado altos. Es decir, la variabilidad del valor de
una empresa en relacién a su media, desciende drasticamente, de acuerdo a
esta expresion, si la comparamos con la del beneficio. Por ejemplo, sir = 0.1,
el cociente (r'2/1/2) es aproximadamente igual a 0.22, lo que implica que el
cociente (o (V,)/E(v,)) se reduce en casi 5 veces respecto al (o/m°).

Retomando la discusién principal, a partir de [8] podemos evaluar la probabi-
lidad de que «Vy» sea negativo de la siguiente forma,

Vo—F v
P(Vo<0)=P ¢_0(_5_._0_<__ 50
’ ’ [12]
-V
=Q 0
c

v

donde ®(-) es la funcién de distribucién de una variable distribuida normal-
mente con media cero y varianza unitaria. De este modo, y teniendo en
cuenta [3] y [4], comprobamos que la probabilidad de quiebra depende de las
varianzas de todos los precios «p», «wy, y «r» (positivamente), y del valor del
beneficio medio esperado (negativamente). Efectuando alguna transforma-
cion de [12], podemos relacionar, ahora, este enfoque con el de Altman. De
hecho, el cociente (¥,/0,) podemos reescribirlo del siguiente modo,

zo_:(rllz\ (pQ — wl — 1F)
oy \V2] (061Q + oiL” + oiF) " [13]
z(r”z) pw %)"(—f&)
VI ([ L) et [£)1)

Puede desarrollarse por Taylor la expresion [12], ahora, como funcién de los
cocientes (L/Q), (F/Q) y obtenemos,

p(Ve<0) =3, + 8, (L/Q) + 8, (FQ) [14]

que es una expresion del tipo de las utilizadas por Altman (en lugar de «Q»,
podriamos haber utilizado como factor de escala el capital, o cualquier otra
variable). En definitiva, vemos que la probabilidad buscada puede ponerse
como funcién lineal de «ratios» de balance u otros, clasicos en el gnalisis con-
table de una empresa. La expresion [14] permite estimar los parametros «3»
con observaciones para diferentes empresas en un momento del tiempo, ya
que los cocientes (L/Q), (F/Q), seran distintos para diferentes empresas. Por
otra parte, el valor «V» esta dado para unos valores de L, Q y F planeados en
t = 0, pero que a lo largo del iempo pueden cambiar, obviamente (es decir, a
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V, le pueden corresponden otros valores de L, Q y F, si cambian los planes de
la empresa). Esto permite estimar el modelo a lo largo del tiempo, o con datos
de panel si se desea. Pero el problema inmediato que esta aproximacion plan-
tea, es la estabilidad de los coeficientes 8,, 8,, 8,. En la practica se ha encon-
trado que las estimaciones econométricas de modelos del tipo [14], no son
demasiado estables con el paso del tiempo. La razén es que los coeficientes
«®» dependen de los valores medios y de las varianzas de «p», «w», y «r», de
modo que si éstas cambian, aquéllos también lo haran. Por ejemplo, épocas
de gran variabilidad de los tipos de interés haran que el coeficiente «§y»
aumente, mientras que en periodos de fuertes incrementos salariales, sera el
coeficiente «§,» el que crecera. Ademas, no debe olvidarse que la aproxima-
cién lineal de [14] no parece excesivamente ajustada, de modo que esto sera
una causa adicional que provoque la inestabilidad de toda la expresion. En
resumen: el modelo de Altman es teéricamente derivable como una aproxi-
macién lineal a la probabilidad de quiebra derivada analiticamente. Esta
aproximacién, ademas, puede ser bastante inestable en el tiempo.

El enfoque alternativo que se propone en este documento esta contenido, por
supuesto, en la expresion [12], es decir, en la derivacion analitica exacta de la
probabilidad. No obstante, el modelo analizado hasta ahora es extremada-
mente sencillo y poco realista. Por ejemplo, lo probable es que las cantidades
«Q», «Ly, «F», no s6lo no sean constantes, sino que dependan de los precios a
través de funciones de demanda aleatorias. Es decir, Q, L y F se determinaran
a través del proceso usual que en teoria econémica se supone para el compor-
tamniento de la empresa, y que conduce a la funcién de oferta para Q, y alas de
demanda derivada para los factores L y F (véase por ejemplo, H. Varian, pag.
23, y en general la secciéon 1.7, por citar una referencia standard). En econo-
metria estas funciones se aproximan utilizando un error aleatorio que recoge
todo lo no considerado explicitamente, y esto da lugar, finalmente, al caricter
aleatorio. Ademas, los errores de dichas funciones de demanda pueden pre-
sentar correlacién serial. Para exponer someramente el grado de complica-
cion analitica que el calculo de la probabilidad buscada requiere, puede ser
util considerar el siguiente ejemplo,

n, =+
u, =au._, +¢// Ee=0c*// Eg=0

Vo= 2. md, (15]
t =1

8

Y md,+ Y du,

t=1 t=1

Il

[
=
+

kS
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El calculo de la varianza de «Vp se complica enormemente en este caso, ya que
«w esta correlacionado serialmente y, ademas, es heterocedastico. Es decir,

du,=adu_, +de¢

=a(d/di-) (d - u.y) + (d, &) [16]
de donde obtenemos,
w,=Yw,; te
Yy =a(d/d,.,)
= a/(1+r)
E(e}) = o(1+1r)72 [17]

Una manera de calcular la varianza de «V» es considerar el segundo término
dela ultima linea de [15] cuando ¢ = 1 ... m, lo que después de algunos calcu-
los conduce a la expresion,

m m

Zw1= Zgz®z+\¥0

=1 t=1

1 — Y’"_[+l

®,=1—_y‘“ (18]

Vo = Wy Z v*

5=1

A partir de aqui se obtiene,

E( Z w,) =( l—gy—z) Z (1+71)* + R [19]

1 =1 s=1

donde R agrupa a una serie de términos obtenidos al desarrollar @7, y cuyo
limite cuando m — @, puede calcularse facilmente. Tomando este limite en la
ultima expresion obtenemos, finalmente, la varianza buscada.

El objetivo de este tltimo ejercicio, no ha sido otro que exponer la considera-
ble complicacién analitica que plantea el calculo de la probabilidad buscada,
cuando se desarrolla en el contexto de modelos realistas. Estas dificultades
son las que justifican el desarrollo de la seccion siguiente. Por otra parte, debe
indicarse desde ahora que el calculo analitico de las probabilidades, aunque
complejo, es perfectamente factible.

3. Calculo de las probabilidades y bandas de confianza

Para analizar este punto vamos a considerar un modelo simplificado de deter-
minacién del beneficio distribuido (m), dado por la diferencia entre el cash-
flow, y los ingresos netos no distribuidos, o reservas mas amortizaciones (A4).
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El esquema de balance simplificado en este caso estara dado por la ident-
dad,

K=Cr+A4+Cp [20]

siendo «K» el inmovilizado total, «Cr» el crédito total, y «Cp» el capital nomi-
nal propio de la empresa. El beneficio distribuido estara dado, entonces, por
la expresién siguiente,

n=p-Q-—w-L—m-M—r-Cr—AA 121]

para un perido «» siendo M las materias primas y m su precio (por el
momento, no se consideran costes de ajuste ni impuestos, para simplificar los
aspectos esenciales de la presentacion). Substituyendo, ahora, el término
«AA», a partir del balance obtenemos la expresion,

n=p-Q-w-L—m-M—r-Cr—1,+ ACr + ACp (22]

siendo «Iy» la inversion bruta (es decir, I, = AK; supondremos que las exis-
tencias son nulas, para simplificar).

Para analizar el problema que plantea el calculo de la distribucién de proba-
bilidad de «m», vamos a considerar las diferentes formas que pueden adoptar
las funciones de demanda implicadas en la tltima expresién obtenida para el
beneficio distribuido. Es suficiente desarrollar este analisis en detalle para una
sola funcion, suponiendo que todas las demas adoptan una forma sencilla.
Concretamente supondremos lo siguiente,

M =aQ
Cr=B,Q — Bor
I =v,Q— Y (23]

Para la demanda de empleo se analizaran las posibles especificaciones si-
guientes, que son las mas comunes en estudios empiricos.

10 L=8L—8w—08w_,+dQ

90 AL = —8,Aw + 8, AQ

3.0 log(L) = —, log(w) + &, log(Q)

4.0 Alog(L) = —8, Alog(w) + 8, Alog(Q) [24]

Los problemas planteados por otro tipo de especificaciones mas complejas
como, por ejemplo, modelos dinamicos en tasas de crecimiento, pueden
reducirse a combinaciones de los cuatro casos mencionados. Se supone por
comodidad, también, que ACp = 0, aunque este supuesto puede relajarse
con facilidad.

La férmula para el beneficio, en el caso 1.2, una vez sustituidas todas las ecua-
ciones de demanda, viene dada por la expresion siguiente,
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n=p-q-wl L, =8 w-8w,+8Q ~m@aQ) -
—rB,Q—Bar)— (Y, Q—v,7)+ (B, Q— B,1) —

- Cr,
=p-Q— 8y(wl_)) + & w? + By(w-w_,) — 8;(Qw) —a(m-Q)
—=Bi(r-Q) +BZT2+(BI 1) Q+ (Y. — By [25]

Sisuponemos que la ecuacion de demanda de empleo dene un error aleatorio
anadido al final que, ademas, esta distribuido normalmente, tendremos que
«L» sera una variable normal con varianza finita (siempre que (y,) < 1). Supon-
dremos, adicionalmente, que las restantes variables del modelo siguen, tam-
bién, distribuciones normales de probabilidad. Entonces, la expresién an-
terior puede escribirse como una forma cuadratica en un vector de variables
normales, y puede aplicarse la técnica de Imhof para calcular la distribucién
exacta de m. Para analizar en detalle este punto, comenzamos por definir el
vector «z» de la siguiente forma,

z=pQuwuw ,L_,mr) [26]

que es el vector formado por todas las variables aleatorias que entran a formar
parte de la definicion del beneficio distribuido. Es evidente, entonces que esta
ultima magnitud es una suma de dos componentes: ¢) productos cruzados
entre las variables de «z», y, b) un componente lineal en los elementos de «z».
En consecuencia, es automatico que podemos escribir,

n=z Hz + Bz [27]
para determinadas matrices H y B. Por otra parte, como se cumple que,
2 Hz = (2’ Hz) = 2’ Hz (28]
siempre podemos definir,
2 Az = 2 (H+H)/2)z [29]
y ahora la matriz «A» sera simétrica.

Definiendo, ahora, el vector «z"» como
2= —(1/2) A7 B 30]

es sencillo comprobar que el beneficio puede reescribirse en la forma siguien-
te,

n=(x—-2VAz—-2")—2"BzZ [31]

expresion que define el beneficio como la suma de una constante y una forma
cuadrética en «z». Si 4 es singular, el Gltimo desarrollo unicamente sera valido
si existe algun vector tal que B = —2A4uv, y este vector «v» serd la solucién para
z". En todo caso, el beneficio sigue siendo una forma cuadratica y ningtn
desarrollo posterior se ve alterado por este hecho.
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En el ejemplo concreto que nos ocupa, las matrices 4 y B estan definidas de la
siguiente forma,

a, =1/2 = a,,

ay3 = — 84/2 = ay,

Qg = — A/2 = a4y

ay == B/2 = ay,

as3 = 9,

sy = 8,/2 = ayy

a3s = — 8y/2 = ag,

ay; = By

By, =B, — 1)

Bg = (Y, — By) (32]

Los restantes elementos no especificados son cero.

Para obtener estas definiciones es 1til redefinir «z» de la siguiente manera,

2= Quw w_,,L_;,m 1)
= (xla xzaxSs‘x4sx59x61x7) [33]

con lo que @ queda definido como,

m=xy %y = dg(xsx5) + 8, x5 + By (¥3xy) — 85(x%;) —
— QxeXy) — Bi(x;%,) + Byt + Bi—v) %, +
+ (Y2 — B2) X, [34]

En definitiva, comprobamos que, el beneficio distribuido puede ser expre-
sado como una forma cuadratica en variables distribuidas normalmente.

Aunque el calculo de bandas de confianza para los beneficios distribuidos de
un periodo concreto es importante, mayor interés presenta el calculo de pro-
babilidades para el valor patrimonial de un sector o empresa industrial en un
momento dado, que puede definirse por la expresién,

Vo= . m,d, [35]

siendo «d,» un determinado factor de descuento. Como quiera que se intente
calcular probabilidades para la expresién anterior, el problema que ésta plan-
tea es que esté formado por un namero infinito de componentes. Entonces,
no parece factible aplicar ningan método analitico ni de simulacion, para
resolver el calculo de probabilidades. Parece necesario, por tanto, buscar sim-
plificaciones, y a continuacién se sugiere una que aqui se considera como
razonable. Como se expone en otro apartado, es conveniente suponer que a
partir de un cierto momento «n», el beneficio (o su tasa de crecimiento) se
estabiliza (por ejemplo, se iguala con el beneficio «normal» del mercado, y
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con su tasa de crecimiento). La formula para el valor de la empresa queda,
entonces, como sigue,

=2md+| 2 Gdtm ) d [36]
s=0 s=n+t1l s=n+1

donde suponemos que «7,» es una variable aleatoria de media n;, es decir,
no=mn,+&,n =E(m) [37]
La varianza de «V es, entonces, la siguiente,

Var(v) = Y dd,o, (58]

51)=0

siendo 6, = E(&,£,). Por las razones que enseguida se haran evidentes, es inte-
resante reescribir esta expresién como sigue,

Var(V,) = Z d,d, o,

(sr)=0

=]

+ > (dd)o, [39]

{sry=n+l

+2 2 (dd)o
s = (0.m
r=(n+1,0)

Por otra parte, la esperanza de «V viene dada trivialmente por la expresion,

an-l—n,,Zd (40}

s=n+l

Consideremos, ahora, el valor de la empresa definido segin la siguiente
expresion alternativa,

=Y md +m ) 4 (41]

s=0 s=n+l

La esperanza de esta nueva definicién coincide trivialmente con la anterior.
Respecto a la varianza, es inmediato comprobar que viene dada por,

Var(V Z d, d, o,

(sr)=10

+ot . dd, 42]

(s.r)=nu+1l

+2 > o6,dd

s = (O}
= (n+1,9)
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Si comparamos, ahora, esta expresion con la correspondiente para «¥», com-
probamos que el primer término es idéntico. Respecto al segundo, es inequi-
vocamente mayor en el caso de V;, ya que (6% > ¢,) por la desigualdad de
Schwartz. El tnico término que no queda definido a priori en la comparacién
analitica es el tercero, ya que no existe un signo previo para los valores (5,, —
o,). En conjunto, el signo de la diferencia Var(V,) — Var(V;) no esta definido
a priori. Sin embargo, no parece arriesgado suponer que la diferencia mencio-
nada sera pequefia para «n» suficientemente alto, al menos si «» es un pro-
ceso suficientemente estacionario, en el sentido de que sus covarianzas no
tardan en caer cuando la diferencia de tempo aumenta. Ademas, parece en
principio mas probable, que Var(V;) tienda a ser mayor. En conjunto, por
tanto, es admisible suponer que substituyendo la definicién del valor de la
empresa V, por V;, no subestimaremos las bandas de confianza que, en su
caso, calculemos. La ventaja de esta nueva definicién es, obviamente, que
depende de un numero finito de elementos y es, por tanto, analizable analiti-
camente y por medio de simulaciones, si se desea.

El paso siguiente es, ahora, substituir el beneficio de cada periodo en funcién
de las variables aleatorias originales que son el input basico del modelo. De
acuerdo al desarrollo visto en el apartado I, podemos escribir el valor de la
empresa cComo sigue,

Va= 2 ((Z — Z)y A(Z — Z) — Z"BZ})w, (43]
1=0

donde,

Vi=K+ Y (Z,—Z') H(Z - Z"), (44]

donde «K» es una constante cuya definicién es obvia, y H, = A - w,. En defini-
tiva hemos obtenido, al igual que para el caso del beneficio, que el valor de la
empresa en un momento del tiempo puede expresarse como una suma de
formas cuadraticas en variables normales y, por consiguiente, sera también
una forma cuadratica en dichas variables. Es decir,

Vi=K+(Z—-ZYHEZ-Z) [45]
donde,
(Z=ZV =((Z=Z)0, (Z=Z')1, ., (Z2=27)3) (46]
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La matriz «H» es facilmente derivable, aunque no coincidira con la matriz
diagonal obtenida a partir de las matrices «H,». Ello se debe a que habra, en
general, elementos comunes en los sucesivos vectores «Z,», debido al caracter
dinamico del modelo.

El hecho de que, tanto el beneficio de un periodo como el valor de la empresa
en un momento del tiempo, puedan expresarse como formas cuadraticas en
variables normales, tiene gran importancia para el calculo de probabilidades
como a continuacién se discutira.

Los métodos posibles para calcular probabilidades en el contexto de esta dis-
cusion son, al menos, los siguientes:

1.0 Calculo numeérico exacto por medios informaticos.

2.0 Calculo por medio de simulaciones.

3.0 Aplicacion de los intervalos de Tchebycheff.

4.© Aproximacion normal (basada en el calculo analitico exacto de la varian-
za, como en el caso anterior).

El primer método se basa en la posibilidad de obtener exactamente la funcién
de distribucién por medio de la inversion numérica de la funcién caracteris-
tica. Este método ha sido desarrollado por Imhof y es apropiado para varia-
bles que puedan escribirse como formas cuadraticas en variables distribuidas
normalmente. El método tiene la ventaja, sobre todos los demas, de propor-
cionar una solucién exacta. Sin embargo, aunque la rutina de inversién de la
funcién caracteristica esta escrita, es preciso preparar la entrada a esta rutina.
En resumen, este método es exacto pero algo costoso de poner en practica y
exige, también, recursos informaticos (tiempo) ya que el calculo, aunque
exacto, es numeérico, no analitico.

Una alternativa opuesta es la que presenta el segundo método, basado exclu-
sivamente en métodos numeéricos. La idea consiste en generar una muestra de
nameros aleatorios, y simular el modelo con lo que obtendremos un valor
para el valor de la empresa, «V,». Repitiendo esta simulacion «<m» veces, pode-
mos estimar la funcién de distribuciéon de «V» y, en concreto, el intervalo de
confianza correspondiente al 5 % de probabilidad. La fiabilidad de esta esti-
macién esta en relacién directa, como es natural, con el namero de replicacio-
nes del ejercicio «m». En particular, y aplicando los resultados de la distri-
bucién binomial, la distribucién del estimador de la probabilidad correspon-
diente a un intervalo viene dada por la expresién,

112
vl 2252
Este resultado implica que para estimar el intervalo correspondiente a un
95 % de probabilidad, 1.000 replicaciones del experimento dan un ajuste bas-
tante preciso. El margen de error de la probabilidad asignada a dicho inter-
valo serfa + 1.7% con un 95% de probabilidad. Si se considera que después de
unos 10 periodos el beneficio se estabiliza, seria necesario generar aproxima-
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damente (5 X 10*) numeros aleatorios para obtener estimaciones fiables de
las probabilidades buscadas (ya que son 5 variables, en general, las que hay
que simular por periodo, w, 1, p, q, m). De todas formas, con estos ntimeros
aleatorios podrian obtenerse, también, distribuciones para el beneficio en
todos los periodos. La gran ventaja de este método es que es relativamente
sencillo de poner en practica, ademas de ofrecer una solucion tan aproximada
como se desee a la verdadera, en todo tipo de situaciones por complejas que
sean. Su desventaja estriba, naturalmente, en el coste computacional implicado.

Los dos métodos siguientes requieren para su aplicacion el calculo analitico
de la varianza de la variable cuya distribucién de probabilidad se analiza.
Debe subrayarse la conveniencia intrinseca de disponer de una solucién ana-
litica, en cualquier caso, sobre los métodos puros de simulacion, aunque sola-
mente sea porque la investigacién sélo puede avanzar si se dispone de un
armazon teorico, que en toda disciplina se construye lenta y progresivamente.
El método mas sencillo para obtener esta magnitud es operar con la funcion
generadora de momentos, definida en general para una variable aleatoria «x»
por la expresion siguiente,

M (u) = E - e~ [48]

Es facil comprobar desarrollando el término ¢ y tomando esperanzas
que,

(8" M, (u)/du),. = E x" [49]

En ocasiones, y debido a la forma de la funcién M, (u), es mas sencillo operar
con su logaritmo (concretamente en el caso que nos ocupa). No es dificil com-
probar la siguiente relacion,

(82 lg (M, (u))/8u),-q = E x* — (EX)? [50]

Es decir, la derivada segunda del logaritmo de M(-) respecto a «u», evaluada
enu = 0, es precisamente la varianza de «x», que es la magnitud que estaba-
mos buscando. Como la derivacion analitica de cualquier funcién, por com-
plicada que esta sea, no presenta dificultades especiales, el tnico problema
pendiente es calcular la funcion M (-) para la variable, «valor de la empresa en
un momento del tiempo». Dado que esta variable puede expresarse como
una forma cuadratica en variables normales, este problema puede resolverse
con facilidad (Apéndice 1).

Una vez calculada esta varianza, hay dos posibles vias a seguir. La primera es
utilizar la acotacion de Tchebycheff para obtener un calculo exacto de la pro-
babilidad maxima de que la variable analizada esta fuera del intervalo consi-
derado. Esta cota es valida para cualquier tipo de distribucién pero el precio a
pagar es, no sorprendentemente, su imprecisién (alternativamente, el inter-
valo que asegura un 95% de probabilidades es muy amplio).

La segunda via, que proporciona intervalos mucho mas ajustados, es suponer
que la variable analizada sigue una ley de probabilidad normal. Para valorar
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la validez de este supuesto es necesario recordar, en primer lugar, una ley de
los grandes nimeros segun la cual, la suma de un numero de variables cuya
distribucién es diferente tiende a una normal, siempre que todas las varianzas
sean finitas y ninguna de ellas domine a las restantes, en el sentido definido en
el teorema al respecto (véase, por ejemplo, el capitulo 8 de H. Theil, Princi-
ples of Econometrics).

Si tenemos en cuenta, ahora, que el valor de la empresa se define, en princi-
pio, a partir de la suma de un nimero infinito de variables aleatorias, el teo-
rema anterior parece aplicable. No obstante, como se aplica a cada una de
ellas un factor de descuento que tiende a cero, las condiciones del mencio-
nado teorema no parecen cumplirse estrictamente. Ademas, la definicion
operativa de «valor de la empresa», que se ha adoptado anteriormente para el
calculo de las probabilidades, solamente engloba un niimero finito de térmi-
nos (n). De todas formas, cada variable «beneficio» esta compuesta, a su vez,
por una suma de varias variables aleatorias. En definitiva, aunque las condi-
ciones requeridas para la aplicabilidad del teorema que garantiza una distri-
bucién normal para el valor de la empresa, no se cumplen estrictamente,
tampoco parecen estar muy lejos de ello. Es conveniente observar, ademas,
que en lo referente a aproximaciones de funciones de probabilidad el mayor
problema suele estar en las colas, como muestran invariablemente todas las
simulaciones. Esto quiere decir, por ejemplo, que pequefias variaciones de
probabilidad pueden traer consigo cambios importantes de los intervalos aso-
ciados. Por ejemplo, para pasar del 90 al 95 por ciento de probabilidad,
puede llegar a ser necesario doblar el tamafio del intervalo en determinados
casos. Pero otra manera de ver lo mismo es que para un intervalo dado, por
ejemplo para el 95% de probabilidad de la distribucién normal, la verdadera
probabilidad representada por él estara, entre el 90 y el 98 por ciento. Es
decir, el error cometido no es muy importante, a no ser que exista un interés
especifico en el 95% exactamente.

Dadas las consideraciones anteriores en su conjunto, parece bastante ade-
cuado, por lo tanto, utilizar una aproximacion normal para la variable aleato-
ria «valor de la empresa». En cualquier caso, pueden llevarse a cabo ejercicios
previos en los que se contraste la validez de esta aproximacion, mediante
simulaciones que den una estimaciéon muy ajustada de la distribucién verda-
dera.

Como resumen de esta discusion puede decirse que las alternativas mas inte-
resantes para calcular las distribuciones son, en principio, la segunda y la
cuarta (es decir, el método puro de simulacion, y la aproximaciéon normal con
calculo analitico de la varianza). En cualquier caso, la seleccion final debera
fundamentarse en la contrastacién de todos los métodos, en cada situacién
concreta.

Antes de finalizar esta seccién puede ser interesante presentar algunas simula-
ciones, con el objeto de clarificar los problemas y procedimientos discutidos,
y su relevancia. Consideremos entonces y para simplificar, el beneficio de una
empresa dado por
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n=n+u—m-M [61]

donde 7" es la parte constante del beneficio, antes de descontar los costes
energéticos, m es el precio de los inputs energéticos, y M la demanda de ener-
gia, dada a su vez por la expresion,

M=06+07M_ —03m [52]

de modo que la respuesta de M a variaciones en m es unitaria a largo plazo,
pero relativamente lenta. Supondremos que m sigue un modelo del tipo

m=Em)+u ; u—(0,0,) [538]

y el valor actual queda definido a partir de la expresién,

V=id,n‘.

s=1

.
I

=1y, o s=10(n—1) [54]

(I+nry™
r

Podriamos considerar explicitamente funciones de demanda para otros facto-
res aparte de M, pero el tratamiento seria analogo. Puede ser mas ilustrativo,
por tanto, atenerse al ejemplo simplificado. Después de efectuar una serie de
simulaciones con 1000 replicaciones cada una, y tomando Em = 1, M, = 1,7
= 15%, n = 50, o, = 0.1 n" se han obtenido los resultados siguientes

n o, o, |4
1.2 0 0.023 1.33
1.2 0.5 0.14 1.33
2 0 0.11 6.66
2 0.5 0.19 6.66
4 0 0.32 20
4 0.5 0.36 20

Los resultados de este cuadro reflejan algunos hechos notables. En primer
lugar, cuando el beneficio neto esperado es un 20% de los costes de la energia,
el impacto de la volatilidad del precio de dicho input (,) en la volatilidad final
del valor de la empresa (5,) puede ser muy considerable (nétese que E(m) - M,
=1, de modo quem, = 1.2 — 1 = 0.2, en las dos primeras filas del cuadro, y
similarmente para los siguientes). En segundo lugar, el impacto de la volatili-
dad del precio de la energia en la volatilidad final disminuye conforme el peso
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de los costes energéticos disminuye en relacion al beneficio total. Por ultimo,
la volatilidad estimada para el valor de la empresa puede utilizarse para cons-
truir intervalos probabilisticos basados en la aproximacién normal (o en la
acotacion de Tchebycheff).

4. Conclusiéon

Aunque los calculos desarrollados en la seccion anterior son complejos, no
existen grandes dificultades para programarlos de forma general, de modo
que esto no deberia ser un obstaculo especial para aplicar los métodos sugeri-
dos. El enfoque desarrollado en este trabajo posee la ventaja de suministrar
un tratamiento unificado a los métodos que tratan de evaluar una empresa
mediante modelos de simulacién, y a los enfoques que se centran en la medi-
cién del riesgo de una empresa a través del estudio de los «ratiosy significat-
vos de su balance. Dentro de estos ultimos, el mas elaborado es el de Altman
pero, como hemos visto, plantea problemas de estabilidad temporal en sus
coeficientes. El modelo desarrollado en este trabajo permite resolver esta
inestabilidad.

El ntimero de cuestiones adicionales que pueden ser abordadas mediante el
analisis desarrollado en este trabajo es mas amplio. Algunas bésicas son, por
ejemplo, el calculo de bandas de confianza en el momento presente y a lo
largo del tiempo, para el beneficio y el valor de una empresa. Esto permite
evaluar el riesgo de un activo de capital, en lo que se refiere a la volatilidad de
su precio (no de su rendimiento), analisis que complementa el enfoque mas
tradicional orientado a determinar el precio correcto de un activo de capital,
pero no la volatilidad de dicho precio. También se pueden obtener estimacio-
nes sobre la evolucién temporal de la probabilidad de quiebra, y efectuar
simulaciones que permitan evaluar el efecto sobre esta probabilidad de politi-
cas alternativas. Este analisis puede ser particularmente til para disefiar poli-
ticas orientadas a la recuperacion y saneamiento de empresas.

Aunque en situaciones de recuperacién econémica, el riesgo que quiebras
empresariales no es tan grande, los métodos de este documento pueden utili-
zarse para estudiar las politicas que pueden conducir a una situacion de pre-
quiebra, y las politicas que alejan a una empresa de esta situacion.

La aplicacion de las ideas centrales de este trabajo puede simplificarse consi-
derablemente, considerando funciones de demanda de factores simples, que
dependan exclusivamente del volumen de ventas. Si se toman datos anuales,
puede ser admisible eliminar la dinamica, lo que también simplifica enorme-
mente los calculos. En definitiva, estas simplificaciones son razonablemente
admisibles, y pueden permitir la aplicacion de los métodos de este trabajo a
numerosos problemas practicos con facilidad.

Finalmente, es necesario sefialar que no es el objetivo de este trabajo negar la
validez del enfoque de Altman y sus aplicaciones. Simplemente, se resuelven
algunos problemas del mismo y se proporciona un método que, sin lugar a
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dudas, puede proporcionar respuestas definidas, aunque obviamente mas
complejas, a un mayor namero de problemas.

Apéndice 1. La varianza de una forma cuadratica en variables normales

Consideremos una forma cuadratica en el vector «y» de variables normales,
expresada en la forma siguiente,

z =yHy + Gy’ [A.1]
y = N(mQ)

donde H = H’, y H no tiene por qué ser no singular. El problema considerado
en este apéndice es el calculo de la varianza de «z». Para proceder aresolver este
problema se adopta, aqui, el camino basado en el resultado siguiente,

(8% Ig M (u)/8 u?),_, = o®(z) [A.2]

donde,
M. (u) = E(e%) [A.3]
El primer paso serd, por consiguiente, obtener la funcién generatriz de
momentos M, (z). Esta funcién se obtiene resolviendo la siguiente integral,
M. (u) = E e=
-n —l
= [exp(u(y’Hy + G%))(2n) ENfE
1 Oy -
&xp | — o -m) QT y—m) | = [A.4]

—n —l

=fem el exp (y’Hy-f—G’y)———;—(y—m)’Q"‘(y—-m))

Para resolver esta integral, el método mas sencillo consiste en explotar el hecho
de que el exponente es una forma cuadratica en «y», de manera que puede rees-
cribirse como el exponente de una distribucién normal; a partir de ahi, la inte-
gracion es inmediata. Utilizando el resultado general para una forma cuadra-
tica deltipo

z = yAy + By [A.5]
donde A = 4” , |4 | = 0, segun el cual

=@p-mAp—n +K [A.6]
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donde,

K = —1An
n=—(1/2)A"' B [A.7]

y después de operar en el exponente anterior, se obtiene,

O=u((yHy) + G¥) = (112) (p = m) Q7' (y — m)

=—(1/2) (3 =y Ay —n) — (1/2) (K + m’ Q™! m) (A.8]
donde
A=Q" - 2uH
n=A"(Gu+ Q'm) [A.9]
K= —n An

Podemos escribir, ahora, lo siguiente,

M. (u) = E exp (D)

= f (27.[)-"/2 ln]—uz IAluz IA|—1/2 exp (D)
= [Q"2 A2 exp (= (1/2)(K + m’Q7'm))
* [ @m)=2 Al exp(—(1/2)p — n) A — n)
= [Q 2 A" exp(— (1/2)(K + m’Q™'m)) [A.10]

ya que la segunda linea de la expresion inmediatamente anterior es la integral
de una distribucién normal que es, por tanto, la unidad.

Tomando logaritmos obtenemos, ahora, la funcién generadora de cumulantes,
cuya segunda derivada respecto a «u» evaluada en u = 0, nos dara la magnitud
buscada, es decir, la varianza de «z». Tenemos, entonces, lo siguiente,

lg(M. (1)) = —(1/2) (g |Q| + m’Q'm) — (1/2) (g |A| + K) [A.11]

Un resultado atil de derivacion matricial, para obtener el resultado buscado es
el siguiente,

Slg A/Bu = tr (A~ 8A4/du) [A.12]
siendo A una matriz simétrica. Derivando, ahora, obtenemos

8 1g M. (u)/du = —(1/2) (tr A~} (8A/8u) + SK/bu)
= —(1/2) (trA™' (~2) H + 8K [5u) [A.13]

puesto que a partir de la definicién de 4, tenemos,
5A/6u = — 2H [A.14]
La segunda derivada estara dada por,

82 1g M, (u)/du? = —(1/2) (tr AT'2 H A7 (—2) H + 8 K/6u?)  [A.15]
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puesto que,
d(A™) = —A7 (dA) A" [A.16)

El tnico término que queda por hallar es 2K/8u2. Debido ala complejidad de
los calculos algebraicos implicados es conveniente disefiar un procedimiento
simplificador para el calculo de esta derivada. Dadas las definiciones anteriores
de «K» y «u» tenemos lo siguiente,

K=—(uG+mQ YA (Gu+ Q'm) = — N A A [A.17)]
de modo que,
OK/du = —2(dMdu)y A7V A + NATN(BA/Su) A7 &
= —2(GAT A+ N AT H AT A) [A.18]

A partir de esta expresion puede obtenerse la derivada segunda de forma mas
sistematica que con métodos alternativos. Entonces,

82K/8u? = —2(G'(~1) AT (~QHAT' A+ GA™' G+ (N AT H ' N)/Su)  [A19)
El ultimo término de este paréntesis cuadrado puede obtenerse de manera sim-
plificada como sigue,
S(NA™")/du = (X /du) A" + X (BA~"/du)
=GA + 2N ATTHA [A.20]
Por otra parte tenemos que,
S((NA™Y) H(A™A)/u = 2(B(NA™)/8u) - HA™' A)
=2GATHAT'A+4NATTHATTHAT'A [A.21]
Teniendo en cuenta ahora que
Au=0)=Q"!
Mu=0) = Q'm [A.29]
obtenemos finalmente por substitucion, para u = 0,
K/But=-22GCQHQQ 'm+ GCQG
+2GQHOQO ! 'm+
+4m QP QHQOQ Q! m)
=—-2@4mHQHm+ G QHm)+ G QG) [A.23]

Utilizando, ahora, un resultado para formas cuadraticas obtenido anterior-
mente, podemos escribir lo siguiente,

mHQHAm+ G QHm=Q2m H+G)Q2Hm+G)(1/4) -G QG (A.24]

de modo que la derivada buscada queda escrita en forma completa como
sigue,

02K /du* = —2(2m’H + G’) Q2 Hm + o) [A.25]
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Sustituvendo ahora esta expresion en la segunda derivada de Ig M_(u) y eva-
luando el resto de los términos en u = 0 obtenemos, finalmente, la solucién
buscada que esta dada por la expresion siguiente,

O*lgM (u)/du* = 2ur(QHQH)+ (2mH+ G)Q(2Hm + G) [A.26]

Resumiendo el resultado de este apéndice podemos escribir:

¥y — N(m,Q2)
Z=yvHy+ Gy (H=H’)
Var(Z)=2u(QHQH)+2mH+ G)Q(2Hm + G) [A.27]

El problema siguiente, y tltimo, para el calculo de esta expresién es obtener la
matriz ), correspondiente ala matriz de varianzas y covarianzas del vectorz’ =
(z}, 2}, ..., 27), problema que se aborda a continuacion. Para ello comenzare-
mos por considerar un caso sencillo en el que se cumple,

Vo =dy(zy A 20) + d,(z] A 7)) [A.28]

es decir, el valor de una empresa esta definido por el beneficio de dos periodos,
descontados a sus respectivas tasas. Supondremos, ademas, que la ecuacién
que determina el beneficio no es dinamica, en otras palabras, que el beneficio
esta determinado iinicamente por valores del periodo. Finalmente, el modelo
que determina las variables ‘z” en este ejemplo sera estatico. Es decir,

, z s=0
Elzz)= [A.29]
0 s#0
Tenemos entonces que,
Vo=x"Hx
X = (zg 2})
e e } [A.30]
0 Ad, )

Var(X) = (I, ®3)

Esta ultima matriz es la matriz Q buscada. El calculo de la varianza de V) es,
ahora, sencillo. Por ejemplo,

w(QHQH) = (& + d) w(SASA) [A.31]

ylos restantes términos se calculan, también, con facilidad. En el caso de mode-
los estimados con datos anuales, los supuestos de la discusién anterior pueden
no ser excesivamente fuertes. Por otra parte, modelos trimestrales con retardos
no excesivamente largos pueden anualizarse. Por ejemplo, el siguiente mode-
lo trimestral,

Y,=aY_, +BX +¢ [A.32)
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puede aproximarse por el modelo anual
Y, =B/(-a) X, +u ; V) =oc/(1-a? [A.33]

siempre que «a» no se alto, de modo que casi todo el ajuste sedleve a cabo en el
periodo de un arno.

Supongamos, ahora, que el modelo de determinacion del beneficio es dina-
mico y que, ademas, las variables «z,» siguen un proceso autorregresivo del tipo
AR(1), dado por,

z,=Rz_, T §g [A.84]

El valor de la empresa dado por la expresion (z’Hz), no sera ya facilmente des-
componible (la matriz H sera algo mas complicada que en el caso anterior, al
existir elementos comunes en los vectores z, y z,). Para hallar la matriz de cova-
rianzas de z° = (zg, 2}), consideremos las expresiones,

z,=¢ + Reg, + R>z_,
2o =€ + Rz [A.85]

de modo que,

E(z,zylz.,)=R% [A.36]
con lo que obtenemos,

Q = Var (z z2,

S RS
= [A.87]
SR S+RIR

El ejemplo puede generalizarse de un modo obvio, al caso en el que el valor de
la empresa esté definido en funcién de varios periodos, y el proceso que deter-
mina las variables «z» sea del tipo autorregresivo de cualquier orden. El pro-
blema algebraico y computacional es, no obstante, bastante considerable para
un caso general de este tipo y es probable que, en estas condiciones, sea mas
préctico obtener las probabilidades por medio de simulaciones. En cualquier
caso, este es uno de los puntos que deberian estudiarse con mas detalle en el
desarrollo del proyecto de investigacién propuesto en este trabajo.

Apéndice 2. Anilisis de los casos de la seccién 3

2.0 Este caso puede presentarse cuando, por necesidades economeétricas, el
modelo haya sido especificado en primeras diferencias. El beneficio, entonces,
queda definido a partir de la siguiente expresion,
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n=p-Q-—wl +8uw~Jww_  +8QW+ 8 wq._, —
—a(mQ) — B1(7Q) + (B, — YOQ+ (Y. — Bi)y [A.38]

Nuevamente es inmediato que el beneficio queda expresado como una forma
cuadratica en variables normales. La Ginica dificultad que presenta este caso es
que el modelo para el nivel del empleo no es estacionario, es decir,

L=L,—-8 —Aw+8 AQ +E& [A.39]

de forma que la varianza de «L» tiende a crecer sin limite. Pero como el modelo
se simula a partir de un momento «T», podemos calcular las probabilidades
condicionalmente a ese momento, de modo que para una simulacién que
cubra un periodo finito las varianzas de «L» seran finitas. En el caso en el que se
considere la distribucién conjunta para los beneficios de mas de un periodo,
sera preciso tener en cuenta que las variables «L,, ¢» poseen una varianza dife-
rente para cada «s».

3.0 Enmodelos estimados a partir de datos de seccién cruzada, en ocasiones
es importante lano linealidad. Por este motivo, puede ocurrir que la especifica-
cién de una determinada ecuacién esté en logaritmos, vy que sea bastante dife-
rente de una especificacién en niveles. Para reducir la complejidad del pro-
blema de calculo de probabilidades, podemos efectuar la siguiente aproxima-
cion. Sea el modelo en logaritmos:

Lg(Y) = a Lg(X) + & [A.40]

donde «&» es un error de tipo ruido blanco. Tomando primeras diferencias
obtenemos la expresion:

ALg(Y) = o A Lg(X) + AE [A.41]
En esta ultima expresion, «ow es una aproximacion discreta a la elasticidad de

«Y» con respecto a «X» y «A&» es una media movil estacionaria de orden uno.
Podemos escribir, en general,

A Lg (Y) = dLg(Y)
dy/y

~ AY/Y [A.42]

1R

Il

y tomando la media muestral de Y y X (Y*, X*), podemos escribir la aproxima-
cién,

AY

1R

(0 Y*/X*) AX + Y* (Af) [A.43]
=BAX +u

siendo «u» una media movil de orden uno y con desviacién standard de la inno-
vacion igual a (Y* o,). De este modo, obtenemos un modelo en primeras dife-
rencias que ya ha sido analizado en el apartado anterior. El hecho de que «u»
esté correlacionado serialmente no supone una dificultad teérica especial: sim-
plemente, la matriz de varianzas y covarianzas de las variables normales que
definen el beneficio, sera mas complicada.
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4.2 En ocasiones pueden coincidir los motivos que aconsejan especificaciones
empiricas de los tipos sefialados en los dos apartados anteriores de forma com-
binada. En este caso tendriamos la siguiente demanda de empleo.

ALg(L)y=—08,ALgw)+ 8 ALg(Q) +¢ [A.44]
que puede aproximarse en la forma siguiente,
AL = =8, L*/w*) Aw + (8, L*/Q*) + L* & [A.45]

siendo L¥, W* y Q* los valores muestrales medios de las variables correspon-
dientes sin asterisco. La justificacién de esta aproximacién se ha presentado en
el apartado anterior.

Hasta ahora hemos considerado el efecto de diferentes especificaciones funcio-
nales de las diversas ecuaciones de demanda que entran a formar parte de la
definicion de «beneficio distribuidor, en la especificacién estocastica de esta
ultima variable. Puede ocurrir, también, que las variables (W, P, Q, m, r) hayan
sido modelizadas empiricamente siguiendo algunos de los modelos anteriores
que han sido discutidos en detalle. Esta posibilidad no afecta conceptualmente
alos desarrollos anteriores ni a la especificacion final del beneficio distribuido,
como es facilmente comprobable. Tan sélo supone una mayor complejidad
algebraica.
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Abstract

Starting with the work of Altman, simple empirical models based on discriminant analy-
sis have been estimated in several forms, in order to identify the determinants of the
bankraptey risk of corporations. This paper derives analytically and from first princi-
ples, a theoretical model for that risk. The assumptiens and the statistical work are care-
fully spelled and developped. It is also shown that the Altman model can be interpreted
as a special case of the more general solution put formard in this paper.
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