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Del Rio y Ruiz-Castillo (2000) propusieron un nuevo concepto de desigualdad
intermedia entre las nociones absoluta y relativa, y desarrollaron procedimien-
tos empiricos que permiten extraer conclusiones de Bienestar o la Shorrocks
(1983) El objetivo de este trabajo es utilizar esta metodologia para definir un
nuevo concepto, la (x, ., p)-desigualdad, que permite cardinalizar algunas de
las situaciones en las que se verifica un aumento en la desigualdad relativa,
donde el concepto anterior no es operativo. El mérito de este enfoque radica
en que no juzga a priori la nocion de desigualdad politicamente correcta. Fn
este sentido, son los datos los que determinan el tipo de desigualdad para el
cual dos distribuciones son equivalentes.

Palabras clave: Desigualdad intermedia, bienestar social, distribucion de la
renta.

(JEL D31, D63)

1. Introduccion

Supongamos que tenemos una poblacién de individuos homogéneos,
cuyos niveles de vida estdn adecuadamente representados por una va-
riable unidimensional que llamamos renta. Tradicionalmente, en Eco-
nomia del Bienestar estamos interesados en métodos de evaluacién
que tengan preferencia por la eficiencia, entendida como mayor renta,
y preferencia por la equidad, entendida como menor desigualdad ver-
tical. Mds aun, queremos que nuestros métodos incorporen un minimo
de juicios de valor. Asi, existe acuerdo en que las Funciones de Bie-
nestar Social admisibles (FBS de aqui en adelante) deben satisfacer,
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la realizacién de este trabajo. También agradezco los comentarios realizados por
los asistentes al IT Encuentro de Economia Aplicada, asi como las sugerencias de
un evaluador anénimo y del codirector de la revista que han permitido mejorar
sensiblemente la versién final. En cualquier caso, la autora es la dnica responsable
de sus deficiencias.
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ademds de los axiomas de continuidad e invarianza ante réplicas po-
blacionales, un axioma de preferencia por la equidad. Sobre esta base,
Shorrocks (1983) sugiere dos amplias clases de FBS segun el supues-
to extra de monotonicidad que verifiquen: por un lado, estian aquéllas
que muestran preferencia por mayores rentas siempre que se manten-
ga constante la nocién relativa de desigualdad, esto es, siempre que
la proporcién de renta de cada individuo respecto del total permanez-
ca inalterada; y por otro lado, aquéllas que se decantan por una maés
exigente nocién absoluta, de acuerdo a la cual la desigualdad sélo se
mantiene constante si cada hogar experimenta el mismo cambio de
renta absolutal.

Sin embargo, Kolm (1976a, 1976b) observé que muchas personas po-
seen nociones de desigualdad al margen de los dos casos polares an-
tes mencionados, de forma que para ellas incrementos proporcionales
en todas las rentas provocan incrementos en la desigualdad, mientras
que incrementos en la misma magnitud absoluta la reducen. De forma
consistente con su terminologia tildé tales actitudes de centristas, al
situarse en el espacio intermedio delimitado por las nociones absolu-
ta y relativa antes mencionadas®. En la literatura existen diferentes
propuestas para caracterizar este espacio centrista o intermedio entre
los dos extremos habituales (relativo y absoluto). Conocemos la del
propio Kolm (1976b), la de Bossert y Pfingsten (1990), la de Pfingsten
y Seidl (1997) y la de Del Rio y Ruiz-Castillo (2000) (DRRC (2000)
de aqui en adelante).

En este tltimo trabajo se propone un nuevo concepto de desigualdad
intermedia, denominado (x, 9)-desigualdad, para el cual se ofrecen pro-
cedimientos operativos que han permitido, por primera vez, aplicar un

!'Denotemos por Wy y Wa a estas dos clases de funciones, respectivamente. El
merito de la contribucién de Shorrocks es que desarrolla métodos operacionales,
basados en las usuales curvas de Lorenz, para descubrir si una distribucién es sin
ambigiiedad mejor que otra de acuerdo a todas las FBS peternecientes a Wy 0 Wa.
Moyes (1987) desarrolla ciertos andlogos, basados en curvas de Lorenz absolutas,
para establecer si una distribucién es mejor que otra, sin ambigiiedad, de acuerdo
a todas las FBS pertenecientes a Wa.

2Informes recientes procedentes de encuestas han confirmado que, efectivamente,
la gente no es en modo alguno undnime en la eleccién entre un concepto relativo,
absoluto o intermedio de desigualdad. Véase, por ejemplo, Amiel y Cowell (1992),
Harrison y Seidl (1994), Seidl y Theilen (1994) y, para el caso espanol, Ballano y
Ruiz-Castillo (1993).



C. DEL RIO: DESIGUALDAD INTERMEDIA PARETIANA 301

concepto de desigualdad intermedia a un caso empirico concreto?. El
mérito de este enfoque radica en que no juzga a prior: la nocién de
desigualdad politicamente correcta, sino que son los datos los que de-
terminan el tipo de desigualdad para el cual dos distribuciones son
equivalentes. Si una de ellas presenta, ademds, una mayor media po-
demos concluir que ésta no es inferior, con respecto a la otra, para la
clase de medidas de bienestar que incorporan precisamente ese tipo de
desigualdad. A renglén seguido, cada lector puede juzgar si los resul-
tados obtenidos deben interpretarse como una mejora en el bienestar
0 1o, en funcién de su propia nocién de desigualdad?.

Dadas las buenas propiedades de la (x, 9)-desigualdad parece razona-
ble profundizar en este enfoque a la hora de disefiar medidas de des-
igualdad que permitan ordenar distribuciones de renta situadas fuera
del espacio centrista cldsico. Asi, nos preguntamos si al margen del
mundo intermedio delimitado por los criterios absoluto y relativo, es
posible caracterizar otros espacios distributivos en relacién con juicios
de valor méds extremos, considerados igualmente de interés. En con-
creto, serfa interesante contar con medidas que reflejen nociones de
desigualdad situadas méds a la derecha en el espectro politico que la
nocién relativa (caracterizadas todas ellas por valorar como una me-
jora en términos de equidad incrementos proporcionales en las rentas
individuales). Y hacer lo mismo con aquéllas otras situadas todavia
més a la izquierda que la nocién absoluta (para las cuales un reparto
igualitario entre todos los individuos del incremento de renta expe-
rimentado por la sociedad empeora la desigualdad, exigiendo mejoras
absolutas superiores entre los mds pobres para poder hablar de mejoras
en desigualdad).

El objetivo del presente trabajo es utilizar la metodologia desarrollada
en DRRC (2000) para explorar sus posibilidades en la definicién de

#Utilizando dicha metodologia, en Del Rio y Ruiz-Castillo (2001) se analiza la
evolucién del bienestar econémico en Espana entre 1980-81 y 1990-91 a partir de
las distribuciones de gasto extraidas de las dos tltimas Encuestas de Presupuestos
Familiares (EPF) elaboradas por el INE.

4De acuerdo con los resultados obtenidos para la década de los ochenta en Del Rio
y Ruiz-Castillo (2001), para personas de opiniones mds moderadas caracterizadas
por nociones de desigualdad cercanas a la relativa (esto es para valores de 9 j [0.87,
1]) hemos mejorado sin ambigiiedad. Por el contrario, para personas mds escoradas
a la izquierda en el espectro politico (con valores de 9 j [0, 0.71], de forma que
la desigualdad sélo disminuye si una proporcién mayor del 29 por ciento de los
incrementos de renta se reparte en términos per capita iguales) hemos empeorado
en desigualdad.
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ambas nociones de desigualdad. Asi, para el primer caso se define un
nuevo concepto, denominado (x, ., *)-desigualdad, que permite cardi-
nalizar algunas de las situaciones en las que se constata un aumento en
la desigualdad relativa. Ademads, se ofrece un resultado teérico que per-
mite hacer operativa esta nocién a la hora de comparar distribuciones
de renta en términos de bienestar, mediante procedimientos empiricos
@ la Shorrocks (1983) que minimizan el conjunto de juicios de valor
utilizados en el andlisis. Para el segundo de los casos se muestran las
buenas propiedades que mantiene la (x, 9)-desigualdad a la hora de
caracterizar distribuciones que presentan menores niveles de desigual-
dad absoluta que una original, lo que hace innecesario proponer nuevas
medidas al no ser mas que transformaciones obvias de la anterior.

El resto del trabajo se organiza como sigue. La seccién 2 presenta el
concepto de (x, 9)-desigualdad y plantea la necesidad de nuevas no-
ciones intermedias de desigualdad. La seccién 3 desarrolla el concepto
de (x, ., *)-desigualdad y los resultados tedricos que permiten obte-
ner ordenaciones parciales en términos de bienestar. En la seccién 4 se
ofrece la implementacién empirica en el caso homogéneo. Por 1ltimo,
en la seccién 5 se presentan las conclusiones. Un breve Apéndice con
las demostraciones cierra el trabajo.

2. Nociones intermedias de desigualdad
2.1.  Desigualdad intermedia y (x, 9 )-desigualdad

Denotemos por x = (x![Z[x") R r,[2 4 h \ Q[ una distribucién

de renta para una poblacién de H individuos con idénticas caracterfs-

ticas, convenientemente ordenada de modo que x! 4 x2 4 11 4 xM1

Definimos D:= R_T 4 como el conjunto de todas las distribuciones x

posibles. Sea S el simplex H-dimensional y, para cualquier x R d[ sea

vx = (VL[ZZ[vR) R S el vector de proporciones individuales de renta,
h

©

. = th[ donde X = ZX© es la renta agregada. Denotemos por 1

©=1
al vector en el que todos sus componentes son iguales a la unidad, y
por e al vector (1/H)1R sl Para dos vectores cualesquiera x e y R d[

denotemos por vy L vy a la denominacién débil de vy sobre vy (o lo

que es lo mismo, de x sobre y) segtn el criterio de Lorenz®.

A%

5El criterio de dominancia débil de Lorenz afirma, que dadas dos distribuciones, x e
y, la distribucién x domina en el sentido de Lorenz a la distribucién y siempre que
la curva de Lorenz asociada a la distribucién x no se sitiie por debajo de la curva
de Lorenz de y en ninguno de los puntos donde han sido estimadas. Este resultado
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Decimos que una funcién, W, es S-céncava en D si para cualquier
distribucién de rentas, x R d y para cualquier matriz bioestocdstica de
orden H, M, se verifica que W(Mx)> W (x)[ siendo bioestocastica toda
matriz cuadrada en la que todos sus elementos son no-negativos y cada
una de sus filas y columnas suman la unidad. Cualquier funcién real I
definida sobre D que satisfaga continuidad, S-convexidad y el principio
de invarianza ante réplicas poblacionales se denomina una medida de
desigualdad de la renta. Decimos que I(+) es invariante en escala cuando
I(x) = I(5x) para todo xR D y para todo 5*0. Asimismo, decimos
que I(:) es invariante ante traslaciones cuando I(x) = I(x+11) para
todo x R d y para todo 1 R R tal que (x+11)R D. Si una medida de
desigualdad es invariante en escala o ante traslaciones se dice que es
una medida de desigualdad relativa o absoluta, respectivamente.

Asimismo, Pfingsten y Seidl (1997) (PS de aqui en adelante) definen
el espacio centrista asociado a una distribucién xR D como el con-
junto de distribuciones de renta, E(x), que verifica tres propiedades:
primero, toda distribucién yR E(x) se percibe igualmente distribuida
que x; segundo, para 5xx y (x+11)"x toda distribucién yR E(x)
se percibe méds equitativamente distribuida que 5x y menos equitati-
vamente distribuida que (x+11); y tercero, para 5x\x y (x+11)\x
toda distribucién yR E(x) se percibe menos igualitariamente distri-
buida que 5x y mds igualitariamente distribuida que (x+11). Dada
una actitud de desigualdad centrista de este tipo, la cuestién es saber
si existen medidas de desigualdad de la renta E-invariantes. Como PS
apuntan, una manera sencilla de modelizar el espacio intermedio es
suponer que F(x) estd constituido por rayos que pasan por x5. Asi,
definen al conjunto de rayos + de la siguiente forma:

e, (x)={yRd:y =x+<+[<Rr}

donde + R S es tal que e L + L vx. Asimismo, definen los indices
de desigualdad +-invariantes, I+, como aquellas funciones que, ademés
de las tres propiedades bésicas que caracterizan a toda medida de

garantiza que la distribucién x presenta menores (o al menos no mayores) niveles
de desigualdad que y para cualquier indice de desigualdad relativo. Ademds, el
conocido teorema de Atkinson (1970) establece que si ambas distribuciones tienen
la misma media, entonces la dominancia de Lorenz es equivalente a las preferencias
representadas por toda FBS que sea continua, creciente y estrictamente céncava
(con aversién a la desigualdad).

% Aunque ésta no es la tinica alternativa, tal y como se desprende de Krtscha (1994).
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desigualdad, verifican que I+(x) = I+(y) para todo yR E+(x) y todo
x para el que + L vy.

La (x, 9)-desigualdad concentra su atencién sélo en aquellas medi-
das de desigualdad + -invariantes que poseen una clara interpretacién
econdémica. De esta forma, dada una distribucién de referencia, xg R
D, y un valor de 9 R [0,1], sélo considera rayos que pasan por x R
D construidos de tal forma que el 9 por ciento de la renta extra se
asigne entre los individuos segtin las proporciones existentes en xg, y
el (1 - 9) por ciento restante se distribuya a partes iguales entre todos
ellos. Asf, en DRRC (2000) se definen los rayos intermedios, P(x[9)
(x), como:

Pixol0)(x) = {y Rd 1 y = x4+<(9vx, + (1 9)e)[< Rr}

Resulta obvio que si 9 = 0, p(XO[g)(x) representa a todas las distribu-
ciones que comparten con X, la misma desigualdad absoluta, mientras
que si 9 = 1y x9 = x (esto es, la distribucién de referencia coincide
con la inicial) nos cenimos a distribuciones con su misma desigualdad
relativa. De esta forma, el pardmetro 9 nos permite cuantificar lo “cer-
ca” o “lejos” que la desigualdad de la distribucién y se encuentra de

la nocién relativa o absoluta asociada a x'.

Decimos que una funcién, i(XO[g)(’) : D A r,esuna medida de des-
igualdad (xo[9)-invariante si y sélo si es continua, S-convexa, satisface
el axioma de réplicas poblacionales y verifica que:

1 (xo0[9) (%) = T (x009) (¥)I

para todo y R p(XO[g)(x)[ y para toda distribucién x para la que los
juicios de valor representados por (xo[9) constituyen una actitud cen-
trista, en el sentido propuesto en DRRC (2000).

"Es facil comprobar que el precio que hay que pagar para ofrecer esta interpreta-
cién econémica es poder abarcar sélo un subconjunto del espacio intermedio total
asociado a cualquier distribucién inicial. Asi, y salvo en el caso bidimensional en
el que la +-desigualdad coincide con la (x, 9)-desigualdad, en la mayoria de las
situaciones empiricas concretas ésta s6lo permite obtener resultados aproximados
que no logran identificar a cada distribucién final con un tnico valor de 9, sino
con un intervalo, a partir de los procedimientos empiricos desarrollados en DRRC
(2000).
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2.2.  La necesidad de nuevas nociones intermedias de desigualdad

Para ilustrar la utilidad de definir nuevas nociones de desigualdad al
margen de las ya existentes sirvdAmonos del ejemplo representado en el
Gréfico 1. En ésta se muestra el conjunto de distribuciones de renta
factibles entre dos individuos: uno “pobre” y otro “rico”, en términos
de la distribucién original x. La recta R representa a las distribuciones
que poseen la misma desigualdad relativa que x (ya que todas ellas
asignan al mismo individuo la misma proporcién de renta respecto
del total), mientras que la recta A (paralela a la recta de 45 grados)
engloba a aquellas distribuciones que comparten con x la misma des-
igualdad absoluta. A su vez, la recta I-II representa un conjunto de
distribuciones que tienen la misma renta total y que, como es obvio, se
caracterizan por incorporar mayores cotas de desigualdad en su repar-
to a medida que nos movemos de la recta de equidad perfecta al punto
I1. Asi, partiendo de x y del valor de < necesario para alcanzar la recta
I-11, valores de 9 préximos a 0 y 1 nos acercan a las distribuciones a y
r, respectivamente. En este caso bidimensional, el espacio intermedio
asociado a la distribucién x estd representado por el drea situada entre
las rectas R y A, siendo el segmento r-a un subconjunto caracterizado
por representar posibles repartos alternativos del incremento de renta
experimentado por esa economia al pasar de x a la renta asociada a la
recta I-II.

GRAFICO 1
Desigualdad absoluta, relativa e intermedia

Rico R

A Equidad

II

I Pobre
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A la hora de evaluar distribuciones de renta situadas al margen del
espacio delimitado por las nociones absoluta y relativa las estrategias
que se nos presentan son varias. La méds inmediata es ampliar el cam-
po de accién de la (x, 9)-desigualdad permitiendo que el pardmetro 9
pueda tomar valores fuera del intervalo [0,1]. Como se muestra en el
Gréfico 1, y para el valor del pardmetro t correspondiente, considerar
valores de 9 ™ 1 significa movernos a lo largo del tramo r-II, situdn-
donos en distribuciones que presentan una mayor desigualdad relativa
que r y que la distribucidn inicial x. Por el contrario, tomar valores de
9 \ 0 significa alcanzar distribuciones con menor desigualdad absoluta
que x y cada vez mds préximas a la distribucién paritaria.

De esta forma, el objetivo central que nos propusimos al inicio de es-
te trabajo se habria alcanzado: el espacio de distribuciones de renta
habria sido cardinalizado en términos de desigualdad de manera que,
para una distribucién final cualquiera, cuanto mayor sea el valor del
pardmetro, 9, que la une con una distribucién inicial, x, menos exigen-
tes deberdn ser nuestros juicios de valor si queremos hablar de paridad
en el nivel de desigualdad presente en ambas distribuciones. Y por lo
tanto, mayor serd el espectro ideoldgico para el cual la situacién final
presenta unas mayores cotas de desigualdad en el reparto de la renta.
La interpretacién del pardmetro 9 es aquf igual que en el caso interme-
dio cldsico. Su principal atractivo descansa en el hecho de que ademas
de mostrarnos la distancia de la distribucidn final a las distribuciones
r y a, nos ofrece una interpretaciéon de cémo se ha asignado entre los
individuos el crecimiento experimentado. Esto permite reconstruir la
distribucién final a partir de la inicial y de las nociones absoluta y
relativa en el reparto de la renta extra: un (9 -100) por ciento del in-
cremento en la renta total se deberfa a un crecimiento proporcional en
la renta de todos los individuos, y el ((1 - 9) -100) por ciento restante
serfa fruto de un reparto equitativo entre todos ellos®.

Aunque la utilizaciéon de valores de 9 fuera del intervalo [0,1] permite
ordenar un amplio conjunto de distribuciones, parece interesante pro-
poner nociones de desigualdad enmarcadas en juicios de valor distintos

8Asf, un 9 = 1.4 deberia interpretarse como un incremento proporcional en las
rentas individuales de un 140 por ciento del incremento en la renta total, asociado
a un impuesto de suma fija de un 40 por ciento que compensa el exceso anterior
y que origina el incremento en la desigualdad relativa. Otro tanto ocurriria con
distribuciones ligadas a valores de 9 negativos. En estos casos un impuesto pro-
porcional seria el paso previo a un reparto equitativo, de mayor magnitud, lo que
necesariamente conduce a distribuciones més igualitarias en términos absolutos.
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del absoluto y el relativo. Asi, nuestro interés se centra en presentar
nuevos conceptos de desigualdad intermedia, asociados unos a criterios
mds laxos que el relativo, y ligados otros, a nociones todavia més exi-
gentes que la absoluta a la hora de enjuiciar en términos de equidad
diferentes asignaciones del incremento producido en la renta total.

En este trabajo no vamos a proponer una nueva nocién de desigualdad
asociada a este tltimo espacio, ya que para estas situaciones conside-
ramos util seguir utilizando la (x, 9)-desigualdad permitiendo que el
pardmetro 9 tome valores negativos. La razén descansa en una ca-
racteristica que hace de éste un espacio intermedio peculiar. El limite
natural que permite superar la nocién absoluta y enmarcar el espa-
cio de distribuciones de renta situadas graficamente a la derecha de la
recta A, no es otro que el concepto de desigualdad asociado al reparto
igualitario de todas y cada una de las unidades de renta existentes en
la sociedad. Como es facil de verificar, sea cual sea la dimensién de
la distribucién inicial siempre existe un valor negativo de 9 que nos
permite alcanzar la distribucién igualitaria de igual media que la dis-
tribucién final. Por lo que, definir una nueva parametrizacién de las
distribuciones intermedias entre la nocién absoluta y la que representa
la equidad perfecta supone una cardinalizacién que no es més que una
mera transformacién de la proporcionada por la (x, 9)-desigualdad. De
esta forma, una vez estimado el valor de 9 (\0), es inmediato calcular
la distancia existente entre la distribucién final y la igualitaria.

Detengdmonos ahora en el primero de los casos: esto es, cuando traba-
jamos con distribuciones que presentan una mayor desigualdad relativa
que x (aquellas situadas visualmente a la izquierda del rayo R)?. En
situaciones de este tipo y con las herramientas actuales sélo podemos
asegurar que 9 es mayor que 1, pero no podemos ordenar las distribu-
ciones en términos de un concepto de desigualdad mas extremo que el
relativo. Esto es posible si nos decidimos a considerar alguna clase de
juicios de valor paretianos como situacién limite en la que encuadrar
estas distribuciones, lo que significa que el espacio total de distribu-
ciones que presentan mayor desigualdad relativa que la original habria
sido dividido en dos partes. En el caso bidimensional esto resulta senci-
llo de entender. Por un lado, la zona compuesta por las distribuciones

9 Ademds de su interés tedrico, este caso presenta una mayor relevancia empirica
dada la tendencia experimentada por los niveles de desigualdad en varios paises de
la OCDE durante la década de los ochenta. Véase, por ejemplo, Atkinson et al.
(1995) y Gottschalk y Smeeding (1997).
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situadas a la izquierda del tnico rayo Paretiano existente, que no es
mds que la recta que pasando por x es paralela al eje de ordenadas.
Este espacio estd constituido por todas aquellas distribuciones en las
que la situacién del individuo “pobre” no sélo se ha deteriorado en tér-
minos relativos sino también en términos absolutos: parte de la renta
que posefa en un principio va a parar al individuo “rico” que ademas
acapara toda la diferencia en la renta total que separa las distribu-
ciones inicial y final. A pesar de su interés, posponemos para futuros
trabajos la definicién de medidas de desigualdad intermedias que nos
permitan cardinalizar las distribuciones pertenecientes a este espacio.

Nuestro interés se centra ahora en la segunda de estas zonas: la consti-
tuida por todas aquellas distribuciones situadas entre el rayo Relativo
y el Paretiano. La recta Paretiana define el conjunto de distribuciones
de renta asociadas a una inicial, con la que comparten el mismo ni-
vel de regresividad segiin el siguiente criterio de desigualdad extremo:
mientras el mds “pobre” mantenga constante su nivel de renta, incre-
mentos en la renta del mds “rico” no alteran el nivel de desigualdad
existente en la economfa. Tomando dicha recta (que llamaremos P)
y la recta R como fronteras de este nuevo espacio, estamos en condi-
ciones de proponer una nueva nocién de desigualdad intermedia entre
ambos criterios que nos permita ordenar el conjunto de distribuciones
pertenecientes al mismo.

3. Desigualdad intermedia paretiana

3.1.  Una propuesta de desigualdad intermedia paretiana: la
(x, ., *)-desigualdad

Sea I una funcién real definida sobre D que satisface continuidad, S-
convexidad y el principio de invarianza ante réplicas poblacionales.
Decimos que I(-) es una medida de desigualdad paretiana si I(x) =
I(x*), para todo x R D y para todo x* = (x!, x2,..., x*, 5%*+1 .
5t%M) donde 50 | y p indica el mimero de individuos situados en la
cola de la distribucién cuya renta no se ha visto alterada al pasar de x a
x*. Debido a lo extremo de los juicios de valor presentes en I(+), a esta
medida de desigualdad paretiana también la denominaremos medida

del grado de regresividad-progresividad paretiana'®.

07 razon de utilizar ese nombre es la siguiente. Si 51 la distribucién x* refleja
un mayor nivel de renta para la poblacién acomodada mientras que la poblacién
pobre no experimenta variacién alguna. Un programa de gasto ptiblico que tuviese
estos efectos serfa calificado por muchas personas de claramente regresivo. Obsérve-
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Sea U(x) un conjunto de distribuciones de renta tal que, en primer
lugar, todo y R U(x) se percibe con idéntico nivel de desigualdad que
x (o si se prefiere, con el mismo grado de regresividad-progresividad
que x); en segundo lugar, para 5x ™ x y x* ™ x, todo y R U(x) se
percibe més equitativamente distribuido que x* y peor distribuido que
5x; y en tercer lugar, para x /™ 5x y x 2 x* se piensa que cualquier
y R U(x) estd peor distribuido que x* y mejor distribuido que 5x.
Dadas las citadas percepciones, lo que proponemos es la bisqueda de
alguna medida de desigualdad U-invariante, esto es, una medida para
la cual I(x) = I(y) para todo y R U(x). Igual que en el caso de la
+-desigualdad, supondremos que U(x) estd constituido por rayos que
pasan por x. Asi, definimos { U, (x)} como el conjunto de rayos-, que
pasan por x de forma que:

U (x)={y RD:y=x+<,[<Rr}i

De acuerdo con las ideas centristas, exigiremos que los vectores , R
S cumplan con las siguientes condiciones: primero, deben ser domina-
dos en el sentido de Lorenz por la distribucién original x: vy L ,; ¥y
segundo, deben dominar en el sentido de Lorenz al vector vi:, L v;‘;,
donde p es el nimero de hogares cuya renta dejaremos inalterada y Vi

R S es, =) Q
h &
xttl x &
vy = RO I 0¥ 1 + o3
> X0 Y
O=%+1 O=%+1

De esta forma, dada una distribucién x R D, definimos B(x) como
el conjunto de juicios de valor'! que se caracterizan por una pérdida
en términos de desigualdad relativa y una mejora en desigualdad en
relacién a las distribuciones paretianas asociadas a x,

b(x)={, Rs:vxl,Ivi}

Para comprender en qué sentido x y , co-determinan el dominio de
las funciones invariantes en rayos-,, definimos el conjunto ¥(,) de

se, sin embargo, que si 0N5*\1 la nueva distribucién x* podrfa asociarse con alguna
nocién de progresividad si la comparamos con la distribucién inicial, x (al menos
mientras las reducciones en el nivel de renta de los “ricos” sean lo suficientemente
pequenias como para no originar trasvases de poblacién de un colectivo al otro).

U Expresados en forma de proporciones de renta.
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distribuciones de renta para las cuales , R S representa una actitud
centrista entre los criterios relativo y paretiano:

1, ={xRd:vgl,Ivi}

Por lo tanto, x R Dy , R S pero , R B(x) ox B ¥(,) no estamos
ante una nocién de regresividad-progresividad intermedia. De acuerdo
con todo esto, decimos que una funcién I : D A R, es ,-invariante
en ¥(,) siysolosipara todox R ¥(,),

I (x)=1(y) *3¢1°%¥° yRu (x)

Dada una funcién ,-invariante, 1, (-), decimos que es una medida de
regresividad-progresividad invariante en rayos , si, ademds, es con-
tinua, S-convexa y satisface el principio de invarianza ante réplicas
poblacionales.

Nosotros, al igual que hicimos en DRRC (2000), concentramos nuestra
atencién en aquellas medidas intermedias que tienen una clara inter-
pretacién econdémica. Asi, dada una distribucién inicial, xg R D, una
linea de pobreza implicita, 0 7~ p \ H, y un valor de . R [0,1], s6lo con-
sideramos rayos que pasan por X R D construidos de tal forma que el .
por ciento de la renta extra se asigne entre los individuos “ricos” segin
el criterio paretiano elegido, y el (1-.) restante se distribuya segun las
proporciones existentes en xg. Esto es, definimos

Pxolt)(X) ={y RD:y =x+<(.vi, + (1 .)vx,)[<RR}
Ciertamente, siendo , o= .vx,+(1  .)vy,[ se verifica que
Pxol.[+)(X) = U | (%)

Consiguientemente, nos restringimos a un subconjunto dentro de la
totalidad de las distribuciones intermedias posibles. Si denotamos por
¥(,0) = ¥(,p), al conjunto de distribuciones de renta para las cuales
» o representa una combinacién lineal convexa entre su nocién relativa
y paretiana:

Vi) ={x RD:.vi+(1 vx=,., 3¢ RO}

decimos que una funcién, i(x.)(-) : D A r , es una medida de
desigualdad (xo, ., p) en ¥/(,) siy sélo si

FiolL 1) (%) = T(xo. ) (Y)[ 263C U°¥°  y R P (. [+) (X)2



C. DEL RIO: DESIGUALDAD INTERMEDIA PARETIANA 311

En general, el conjunto ¥’'(, ) es claramente no-vacio, de forma que
las medidas de (xg[ -[%)-desigualdad estdan bien definidas. Cuando x
y Xo coinciden, si . = 0, la (xo[ -[#)-desigualdad se convierte en la

nocién de desigualdad relativa, con 5 = 1 + </X; mientras que si . =
h

1 nos restringimos al caso paretiano, con 5t —1+4< / Zx©.
O=%+1

De esta forma, cambios en la renta en la escala < se distribuyen entre
los individuos de acuerdo con alguna combinacién lineal entre Vio y
Vx, en el simplex S, segin el valor de .. La interpretacién del pardme-
tro es sencilla. Un . = 0.3 significa que sea cual sea la variacién en
la renta total debe distribuirse de la forma siguiente: un 30 por ciento
exclusivamente entre los (H -p) individuos de mayor renta en la po-
blacién, siendo realizado el reparto de forma proporcional a su renta
relativa dentro de este subgrupo en la distribucién de referencia (xo);
y el 70 por ciento restante debe asignarse segin las proporciones de
renta individuales de la distribucién xg. De esta forma, a medida que
aumentamos el valor de ., nos situamos en distribuciones en las que
el incremento de renta producido en la sociedad repercute cada vez en
menor medida en los estratos més pobres de la poblacién; hasta llegar
a la distribucién paretiana, en la que se encuentran definitivamente
fuera del reparto'?.

Es evidente que la utilizacién de un concepto paretiano, con el objeto
de delimitar el espacio intermedio situado a la derecha en el espectro
politico de la nocién relativa, encierra la toma de varias decisiones. En
primer lugar debemos determinar qué individuos van a constituir cada
uno de los dos grupos en los que hemos dividido a la poblacién. Se trata
de delimitar, al igual que en los indices de pobreza al uso, cudl va a ser
el umbral de pobreza implicito. No estando en condiciones de juzgar a
priori la bondad de las diferentes elecciones de este pardmetro, parece
aconsejable probar con distintos valores de p y estudiar la robustez de
los resultados, sobre todo teniendo en cuenta que el espacio interme-
dio mismo depende crucialmente de esta eleccién. En segundo lugar,
nuestra definicién de desigualdad paretiana ha incorporado una forma
de reparto proporcional entre los individuos “ricos” que no es la tinica
posible. Para comprender mejor las alternativas existentes fijémonos
en el Grafico 2. En este ejemplo se muestra a tres individuos, cuyas

2Debe sefialarse la dependencia que estas medidas intermedias tienen respecto de
la situacién de partida elegida. Para profundizar en esta cuestién véase Del Rio
(2000).
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rentas estdn representadas en los ejes: x!, x? y x3. La distribucién

inicial es la x = (1, 2, 3), y la final se sitia en algin punto del plano
presupuestario determinado por un total de 30 unidades de renta a
repartir entre ellos'®. Dado el principio de anonimidad que impregna
todo nuestro andlisis, s6lo estamos interesados en aquellas distribucio-
nes que no representen reordenacién alguna entre los individuos. En
nuestro caso sélo nos referiremos, pues, al espacio delimitado por las
distribuciones: (10, 10, 10), (0, 15, 15) y (0, 0, 30).

GRAFICO 2
Ejemplo en tres dimensiones

x3 (0, 0, 30)

(0, 15, 15)

En el Grifico 3 nos centramos ya en estas distribuciones y senalamos
con las letras a = (9, 10, 11), y r = (5, 10, 15), aquellas distribuciones
que comparten la misma desigualdad (absoluta y relativa, respectiva-
mente) que la distribucién x. Como ya sabemos, la recta que uner y a
representa el conjunto de distribuciones alcanzables con el pardmetro
9 R [0,1], en la (x, 9)-desigualdad. Supongamos que p = 1 (esto es,
s6lo consideramos fuera del reparto paretiano al individuo de menor
renta inicial). Entonces, la recta I-I representa todas las distribuciones
candidatas a ser equivalentes en desigualdad paretiana a la inicial x.
En ella, todos sus puntos se caracterizan por darle el mismo valor a su
primera componente (x' = 1), reflejando diferentes formas de reparto
de las 24 unidades de renta extra entre los otros dos individuos. Cual-
quiera de estos puntos podria ser elegido como x*, segiin quisiésemos
poner mayor o menor énfasis en la desigualdad existente en el reparto

3En el Grafico 2 no se refleja la distribucién inicial x, mostrandose sélo el plano
presupuestario en el que se situaria la hipotética distribucién final.
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de esta renta extra. Nuestra eleccién de x* se indica en el Gréfico 3
con la letra P = (1, 11.6, 17.4).

GRAFICO 3
Distribucién Paretiana y su relacion con la recta a-r. Ejemplos en tres dimensiones.

(0, 0, 30)

(0, 15, 15)

(10, 10, 10)

Como se puede observar, P no coincide con la distribucién Q (que
representa la interseccién de la recta I-I con la r-a). La recta r-a es
interesante porque incorpora una asignacién del total entre los tres
individuos progresivamente més desigual a medida que nos acercamos
al punto Q. Con la particularidad de que, y esto es lo importante,
sigue el mismo patrén que nos permitié pasar del reparto igualitario
(a) al proporcional (r). Desgraciadamente, sin embargo, el punto Q
no tiene por qué existir cuando trabajamos con distribuciones de ma-
yor dimensién. De forma que, probablemente, no podamos seguir esta
senda si queremos utilizar el concepto paretiano y mantener constan-
te la renta de determinados individuos a su nivel inicial. Siendo esto
asi, la eleccién de P y vy de como referencia a la hora de comparar
distribuciones se presenta como la més adecuada'?.

3.2.  Ordenaciones parciales en términos de bienestar

Una Funcién de Bienestar Social es una funcién real, W, definida sobre
D, que proporciona para cada distribucién de renta x el bienestar so-

"Desde luego existen otras posibles alternativas que también pueden resultar in-
teresantes. Por ejemplo, el reparto a partes iguales de todas las cantidades extra
entre los “ricos” (en lugar del reparto proporcional que incorpora el punto P); o,
por supuesto, todas las variantes intermedias entre estas dos alternativas.
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ctal, o simplemente agregado, desde un punto de vista normativo. En
la seccién previa hemos introducido un nuevo concepto, la desigualdad
intermedia paretiana. Es ahora el momento de incorporar esta cualidad
junto con la preferencia por la eficiencia, y considerar FBS que verifi-
quen ambas propiedades. En nuestro contexto, la extensiéon natural a
las sugerencias hechas por Shorrocks (1983) para los casos absoluto y
relativo, serfa interesarnos por FBS tales que, dado xo R D, . R [0,1]
y 0\ p \ H, verifiquen la siguiente condicién

W(x +<(vg, + (1 )vg)) = wW(x)[

para cualquier distribucién x R ¥7(, ), y para cualquier escalar < >
0. Lo que refleja una preferencia por rentas més elevadas manteniendo
constante la (xq[ . [ p)-desigualdad. Denotemos por Wy [+) a la clase
de FBS que satisfacen continuidad, invarianza ante réplicas poblacio-
nales, S-concavidad y monotonicidad a lo largo de los rayos (xo[ -[p).

Una linea de investigacién posible a raiz de lo anterior serfa construir
y caracterizar indices completos de desigualdad intermedia que se de-
riven de estas FBS, lo que proporcionaria fundamentos teéricos para
la utilizacién de nuestro concepto de desigualdad, sustentdandolo tanto
en aspectos axiomaticos como éticos. Sin embargo, nuestro objetivo se
centra en la ordenacién de perfiles de renta sin cefiirnos a una familia
de indices concreta, lo que inevitablemente aumentaria los juicios de
valor implicitos en el ejercicio. Para ello, utilizamos los cuasi-6rdenes
desarrollados por Chakravarty (1988) en términos de curvas de Lorenz,
donde se supone que tenemos preferencia por mayores rentas siempre
que no provoquen una mayor desigualdad intermedia paretiana. El si-
guiente teorema resume la conexién entre dominancia de Lorenz y FBS
pertenecientes a Wy [.[+)

TEOREMA: Sean x, y R D. Entonces las afirmaciones (1., 1.ii) y (2)
son equivalentes:
(1.1) m(y) > m(x), donde m(-) es la funcién media, y

(1.ii) y L x¥(.#), para algin .# R [0,1], siendo
(F) =x+ (V-0 (HFE+(1 Fvol

xt

(2) W(y) >W(x), para todo W RW . #12)-
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COROLARIO: Bajo las condiciones del Teorema anterior,
W(y) ™ W(x), para todo W RW [ +), con . R(.#[1].

El teorema afirma que la dominancia segin Lorenz de un vector de
rentas (y), sobre la correspondiente transformacién de otro (x%) es
suficiente para garantizar que ambos (x e y) pueden ser ordenados
sin ambigiiedad y de forma undnime por cualquier FBS S-céncava y
creciente ante incrementos en renta que no alteren la destgualdad in-
termedia paretiana.

4. Implementacién empirica

La transformacién de la distribuciéon x en xt(.#), segiin la expresién
del teorema anterior, permite que las disribuciones x%e y tengan la mis-
ma media, m(x%) = m(y) y que, por tanto, en poblaciones de idéntico
tamafio se sitien en el mismo espacio presupuestario. Gréaficamente
(véase el Gréfico 3) los distintos valores de . nos permiten movernos a
lo largo de la recta r-P. Como es obvio, esto significa que para H /™ 2
s6lo podemos alcanzar un pequeinio subconjunto de las distribuciones
de renta que capturan una actitud intermedia paretiana respecto a
una distribucién inicial. Asi, dadas dos distribuciones cualesquiera, u
y w, tales que w tenga una menor desigualdad paretiana pero mayor
desigualdad relativa que u, nada nos garantiza que exista un . tal que,

x=ut (W UVt vyl

siendo W y U las rentas agregadas de las distribuciones w y u. Lo que
sf podemos asegurar es que siempre existen dos valores de ., .ty .%
(en el intervalo [0,1] en el caso general) que nos permiten caracterizar
la totalidad del espacio intermedio a partir de la siguiente particién en

el conjunto {r, P}:
{x[ zi} {zRD:z=u+(W U)(vE+(1 -)va)l-R[O[-1]};

{228} = {(zRD:z=u+(W U)(vE+(1 Jva)l.RCIH)
([P} = (zRD:z=u+(W U)(VE+(1 va)l.RLILY

<

Por construccién, en cada uno de estos subconjuntos se verifica que
I(u[_[p)(z) = I(u[_[p)(u) para el conjunto de .’s asociado. Asi por ejem-
plo, para todo z R {r[ z!}, I(u[_[p)(z) = L(uL.[p) (u), con . R [0, ﬂ Es



316 INVESTIGACIONES ECONOMICAS, VOL XXVI (2), 2002

facil comprobar que, para cada uno de estos subconjuntos, la relacion
entre la distribuciéon w y las distribuciones z es la siguiente:

z1lw #3¢1°¥° z R {r[ z[};
wlz #3¢1°¥° z R {zi[ P}; ©

z )7 7° 0°@®03¢E-! 0° w 03¢ 1°¥° z R{z![ z} }
Por todo lo cual, se ha de cumplir que

L) (W) = L)) 3¢ pe¥e R[0[.1][
L) (W) = dpp() 3¢ pe¥e R[]

y que, w y u son no comparables desde el punto de vista de la (u, ., *)-
desigualdad para todo . R(.1%, .2%). De esta forma, la estrategia que
deberfamos seguir si queremos comparar dos distribuciones en términos
de bienestar podria resumirse en los cuatro pasos siguientes:

1) Estimar la curva de Lorenz de la distribucién que tenga una
mayor renta media, w.

2) Transformar la distribucién de menor renta media, u, segin
las expresiones indicadas anteriormente, z(.), eligiendo para ello un
conjunto de valores de . que recorran el intervalo [0,1].

3) Estimar para cada una de estas distribuciones artificiales, su
curva de Lorenz y los test estadisticos correspondientes, para poder
determinar su relacién de dominancia o no-comparabilidad con la ob-

tenida para la distribucién w'.

4) Computar el mayor valor de . para el cual se cumpla que z L
w, (.1), v el menor a partir del cual w L z, (.5).

De esta forma estarfamos en condiciones de determinar para qué juicios
de valor, [.5[1], el crecimiento de la renta experimentado por la socie-
dad permite afirmar que se ha producido un incremento en el bienestar
social, y para qué juicios de valor, [0[.Y], la mejora en media va acom-
panada de incrementos en los niveles de desigualdad que ensombrecen
la valoracién que podamos llevar a cabo del crecimiento experimentado
por esa economia. La mayor o menor amplitud de ambos intervalos no

5Para ello podrian utilizarse, por ejemplo, los procedimientos de inferencia esta-
distica desarrollados por Bishop et al (1994), a partir de los resultados de Beach y
Davidson (1983).
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ofrece, asi, una aproximacion a la mayor o menor amplitud del espectro

ideoldgico asociado a cada uno de estos diagnésticos'®.

5. Conclusiones

Los métodos empiricos existentes en la actualidad permiten contrastar
si una distribucién de rentas y proporciona un mayor bienestar social
que otra distribucién x de acuerdo con todos los miembros de amplias
clases de FBS. Dichas clases difieren en la forma en la que la prefe-
rencia por mayores rentas se hace compatible con la invarianza de la
desigualdad relativa, absoluta o intermedia entre ambas. Supongamos
que, a partir de esta metodologia, conocemos que la distribucién y
tiene mayor renta y mds desigualdad relativa que la distribucién x.
Asi las cosas, los métodos existentes hasta el momento no nos permi-
ten valorar si ese incremento en la desigualdad relativa es "grande.°
"pequeno.? menos que nos decantemos por la utilizacién de indices
completos asociados a juicios de valor més restrictivos.

En este trabajo se propone un nuevo concepto de desigualdad, la (x, .,
+)-desigualdad, asociado a un criterio més laxo que el relativo, siendo
x la distribucién de referencia en las comparaciones, . un pardme-
tro que puede tomar valores en el intervalo unidad y p la poblacién
considerada “pobre”. Para ello hemos considerado juicios de valor pa-
retianos que nos han permitido definir el limite en el que encuadrar
a un subconjunto de distribuciones de renta con una mayor desigual-
dad relativa. En la practica decimos que x e y tienen la misma (x, .,
+)-desigualdad si la diferencia entre la suma de sus rentas es asignada
entre los individuos como sigue: un . por ciento entre los individuos
ricos"segin sus proporciones de renta iniciales, dejando inalterada la
renta de los individuos "pobres"; y un (1 - .) por ciento a repartir entre
todos ellos preservando las proporciones iniciales reflejadas en x. De
esta forma se completa el mapa dibujado en la (x, 9)-desigualdad ya
que mientras en ésta el interés se centraba en definir el espacio inter-
medio situado politicamente a la izquierda de la nocién relativa, con
la (x, ., *)-desigualdad nos interesamos por el espacio intermedio que
engloba a aquellas nociones de equidad situadas ligeramente a su de-

18Ta extensién de esta metodologfa al caso heterogéneo, en el que los hogares no
sélo se diferencian en su nivel de renta sino también en sus caracteristicas, puede
verse en Del Rio (2000). Una aplicacién empirica a diversas particiones de interés
para la poblacién de hogares en Espana, durante la década de los ochenta, puede
encontrarse en Del Rio (1996).
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recha. Futuros desarrollos de estos procedimientos pueden ayudarnos
a caracterizar nuevos espacios intermedios que permitan cuantificar
los niveles de regresividad-progresividad de distribuciones que reflejen
repartos de renta aun méds extremos que el paretiano.

Apéndice A.1
A1.1 Demostracion del Teorema

1) = 2): Como m(y) > m(x), para cualquier FBS, W R W(X[_#[i)
tenemos que:

wExh =wx+(y X)(Fvi+t1 vy >wx)I [All]

M4s atin, como y domina segin el criterio de Lorenz a xt y ambas
tienen la misma media, m(y), sabemos que

W (y) > w(x ") [A1.2]

para cualquier funcién S-céncava, W (ver Dasgupta et al., 1973). Com-
binando [A1.1] y [A1.2], concluimos que

W(y) ZW(x)[ *C3¢ U™ W RW 4

2)= 1):SeauDyz=u+ (Y-U)[.#vx+(1 .#)v,]. Supongamos
que

W(u) = (®(u)) § [z]] [A1.3]

donde n > 0, y f (-) es una funcién continua y S-céncava que satis-
face la propiedad de invarianza ante réplicas poblacionales. Se puede
comprobar que cualquier funcién W que verifique [A1.3] es monétona
a través de los rayos (x[.#[+) de forma que:

W) 4w < (G0 ) = (@ + 1) 8 L

para cualquier <’ > 0. Nétese que las propiedades de continuidad, in-
varianza ante réplicas poblacionales y S-concavidad de f implican que
W satisface las mismas propiedades. Asi, la expresién [A1.3] asegura
que la funcién W(-) satisface los supuestos del Teorema. Ya que W(x)
4 W(y), eligiendo f(-) = 1 obtenemos la condicién (1.i):

W (x) = (®(x)) 4 (®(y)) =w(y)
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Por otro lado, si n = 0 obtenemos:

w(x)=§ [z] =§ [x'] 4§ [y] =w (y)I

Como m(x%) = m(y) ™0, y f(-) es cualquier funcién S-céncava, con-
cluimos que y L x* (véase Dasgupta et al.,1973).

Q.E.D.

A1.2 Demostracion del Corolario

Sea . R (.#, 1], tal que .# = . - B, para algtin B ™ 0. Entonces podemos
escribir:

FVEL(L Fve=vE+(1 v B(VE vyl

X

Se puede comprobar que .7 vy + (1 .7#)vy se puede obtener a partir
de .V:_; + (1 .)vx mediante una secuencia de transferencias de renta
del rico al pobre (manteniendo la ordenacién inicial). Asi, .7 vy +
(1 .#)vy domina estrictamente a .vy + (1 .)vy segtn el criterio
de Lorenz. De forma que si

X' =x+<[vg+ (1 vl <=y X|

podemos concluir que vi domina estrictamente a vy, segun el criterio
de Lorenz. Por lo que, bajo los supuestos del Teorema, la expresién

W (x) = w (x) N w (x") < w(y)

se debe cumplir para cualquier funcion W R Wy [+), con . R (.#, 1].

Q.E.D.
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Abstract

In Del Rio and Ruiz-Castillo (2000) a new concept of intermediate inequality
between the absolute and relative concept was proposed, and empirical proce-
dures for a welfare analysis a la Shorrocks (1983) where developed. The aim
of this paper is to use this methodology to difine a new concept, (x, ., p)-
inequality, in order to range income distributions with higer relative inequality
than the status quo, where the above concept dos not apply. The interest of
this approach is that we do not need to assume an a priori notion of inequa-
lity. In this vein, the data are the ones which allow us to characterize the
inequality concept that makes two distributions be equivalent.

Keywords: Intermediante inequality, social welfare, income distribution.
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