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TECNICAS NO PARAMETRICAS DE ESTIMACION FUNCIONAL,
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En este trabajo se exponen técnicas de estimacién no paramétrica de las siguientes curvas de probabi-
lidad: funcidn de densidad, regresion con disefio fijo y disefio aleatorio, y funcién de autorregresion.
Centrando la exposicidn en los estimadores tipo micleo o kernel, se investigan las modificaciones que
deben realizarse para obtener las estimaciones de estas curvas en el supuesto de que los datos mues-
trales sean dependientes.

Se presentan distintos ejemplos de aplicacidn de las téenicas descritas a conjuntos de datos
econdmicos.

1. Introduccion

Las técnicas de estimaciéon no parameétrica de curvas notables en problemas
de probabilidad (densidad, regresion, distribucién, razén de fallo...) son
métodos de suavizacién que permiten estimar la curva en estudio, a partir de
una muestra o conjunto de observaciones. Referencias clasicas sobre esta
metodologia son los trabajos de Rosenblatt (1956), Parzen (1962), Nadaraya
(1964) y Watson y Leadbetter (1964), aunque ha sido en los aldmos afios
cuando se ha estudiado mas en profundidad, tanto en su aspecto te6rico
como de aplicacién en diversos campos (economia, bioestadistica, meteorolo-
gia...). Es por ello que, hoy en dia, estas técnicas constituyen una herramienta
potente y sencilla para el analisis de datos, siendo en algunos casos comple-
mento y en otros una alternativa valida a las técnicas clasicas de estimacion
parameétrica, donde se presupone que la curva tiene una determinada forma
funcional dependiendo de unos parametros que hay que estimar. Monogra-
fias recientes sobre este tema —que incluyen gran cantidad de ejemplos de
aplicacién, muchos de los cuales no pueden, de forma eficiente, ser tratados
por otros métodos— son las siguientes: Silverman (1986), Bierens (1987) y
Hardle (1990). También merece destacarse, por su orientacion hacia la Eco-
nometria, la recopilacién de Ullah (1989).

La mayoria de los estudios sobre estimacién no paramétrica de curvas supo-
nen que las observaciones muestrales son independientes, hip6tesis no siem-

* Deseamos agradecer la labor de correcciéon efectuada por dos evaluadores anéni-
mos, cuya cuidadosa lectura del trabajo original motivé una versién mejorada del
mismo.
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pre muv realista. principalmente en muchos problemas econométricos,
donde los datos son recogidos secuencialmente, lo que lleva a situaciones de
dependencia. En cualquier caso, estudios recientes de Roussas (1988), Gyorfi
v otros 19901 v Vilar Fdez. (1989a), entre otros, muestran el buen comporta-
miento de los estimadores no paramétricos bajo hipotesis de dependencia,
presentando las mismas propiedades asintoticas que en el caso de indepen-
dencia, aunque para obtener buenos resultados con tamarios muestrales fini-
tos su tratamiento debe ser diferente, como se vera mas adelante.

En este trabajo se exponen las técnicas de estimaciéon no paramétrica, tipo
nucleo o kernel, de la funcion de densidad en el apartado I1, de la funcién de
regresion con disefo fijo v aleatorio en el apartado 111, y de la funcion de pre-
diccion para Series de Tiempo en el apartado 1V, bajo condiciones de depen-
dencia, indicando los principales problemas en su aplicacion y la forma de
solventarlos. Para ilustrar el estudio v comprobar el buen comportamiento de
los estimadores no paramétricos, se han aplicado los diferentes métodos des-
critos a dos series de tiempo econémicas: X= «cotizacion del oro» en pesetas
por gramo, e ¥’ = «cotizacion de la plata» en pesetas por kilo, ambas conside-
radas en el mercado de Madrid, durante el periodo comprendido desde el 1
de abril de 1991 hasta el 24 de enero de 1992 (198 datos)'. En el Grafico 1
pueden verse estas dos series de datos.
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Grafico 1
Cotizacion diaria del Oro v de la Plata.

! Para el tratamiento numeérico de los datos v su posterior representacion grafica, se
han utlizado los paquetes estadisticos STATGRAPHICS v XPLORE, asi como soft-
ware propio, desarrollado por los autores del trabajo.
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2. Estimacién no paramétrica de la funcién de densidad

Sea X una variable aleatoria continua real, con funcion de densidad fix), la
cual se desea estimar en un intervalo a, 5], a partir de una muestra X, X,..
X, de datos no necesariamente mdependwmes. La mavoria de los esnmadn-
res no paramétricos de f pueden escribirse en la forma:

fixi=n Z 8, x, X, 1]

=1

siendo {8, (x, u:} una sucesion de funciones de ponderacion definidas en R?,
con valores en R, que indican ¢l peso del dato X, en la estimacion de f(x),
tomando valores altos si X, estd proximo a x, v cero, o valores proximos a
Cero, €n €aso contrario.

Para la eleccion particular 8, ix,uj =hn) 'K |ix—u)/k(n)] = K, (x —u), se
obtiene el estimador tipo niicleo o kernel

fixi=n1 Y K,x.X,) 2]

=1

siendo K {v) una funcion real de variable real, con [ K (v)dv = 1 (en la mayoria
de los casos una funcion de densidad). Este estimador también se conoce
como estimador de Rosenblati-Parzen v, por ser muy intuitivo v sencillo es,
en general, més utilizado v estudiado, frente a otras elecciones del funcional
8,(x, u} que dan lugar a otros estimadores como el histograma, desarrollos
ortogonales, spline...

La utilizacién del estimador {2] exige elegir una funcion nucleo, K, v el para-
metro de escalak = & (n}. La eleccion del primero no tiene una influencia muy
grande en los resultados de la estimacion, utlizindose normalmente el
nucleo gaussiano {densidad de una distribucién normal estandar), el nicleo
uniforme v, sobre todo, el nucleo de Epanechnikov, definido como sigue:

K(u)=0.75(1—u?)silul<1 v 0 en otro caso [3]

que es 6ptimo, en el sentido de minimizar la expresion asintotica de la media
del error cuadrético integrado entre las funciones nicleo positivas [ver Hod-
ges v Lehman {1956}]. Por ello, es fundamental elegir adecuadamente el para-
metro de suavizacion, k(n); que se considerara optimo si minimiza algin
criterio de error elegido previamente. Normalmente se utilizan criterios glo-
bales basados en la norma L?, como la media del error cuadratico integrado,
MECI, definido por:

MECT (k) = E [ [(fy(x) = ) w (x)dx] 4]

siendo w (x)> 0 una funcién de peso. También se utilizan otras medidas de
error, mas sencillas de calcular, como el error cuadratico ponderado
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TF ENS LR -8
ECP R =n"! ZJ %{Akiﬁ‘-'fé.‘&‘,‘:g wiX, 15]

o el error cuadratico integrado
ECI (k) xw—fx. wixidx [6]

Bajo condiciones generales, Marron v Hirdle {1986) han demostrado que las
tres medidas son asintoticamente equivalentes, esto es, que tienden a ser igua-
les cuando el tamafio muestral tiende a infinito.

Desarrollando la expresién (4}, v suponiendo que la funcién w(x) =1, se
obtiene

MECI by = i [Sesgo_ﬂ, x] fdx+ |Var x)]dx [7]

v haciendo un desarrollo de Taylor en la expresion del sesgo, se obtiene
que

MECI hy = AMECI (k) + o (h*+n 'h™Y) 8]

donde se denomina AMECI k) a una aproximacion del MECI {h}, asintotica-
mente equivalente, obtenida como la suma de los dos términos principales
del desarrollo anterior, v que para el estimador nicleo viene dada por

AMECI (k) = (nk) ™ C; + (/41 h* DF{ [ [ (w)]2du 9]

siendo €, = [K*{u)du v D, = [u?K(u)du. El primer sumando es debido a la
varianza v el segundo al cuadrado del sesgo {Silverman, 1986). En esta expre-
sion se observa que el parametro h sirve de balanza entre la varianza y el sesgo
de la estimacién, deduciéndose que la elecciéon de un k pequeno supondra
construir un estimador con poco sesgo v mucha varianza, y elegir un 4 grande
producira el efecto contrario: un estimador con poca varianza y mucho
Sesgo.

Minimizando el AMECI (k) (derivando respecto a & e igualando a cero) se
obtiene el 6ptimo, cuva expresion es:

Rayecs = n™' (401 (Df_f(_}m (u))? du)_”s [10]

valor que no se puede calcular, va que depende de la derivada segunda de la
funcion teorica, f, que se desea estimar.

Este problema ha motivado que se desarrollen distintas técnicas para obtener
la banda directamente de las observaciones, de forma que se minimice algin
estimador de los criterios de error méas usuales. Existen diferentes metodolo-
gias a seguir para buscar la ventana a partir de los datos. Por ejemplo, directa-
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mente de la expresién [10], puede obtenerse una estimacién del parametro
h suzc; realizando una estimacion del término desconocido [/ (u) du. Esto se
conoce como metodologia plug-in. Trabajos sobre el tema pueden verse, por
ejemplo, en Scott y Factor (1981), y Sheather y Jones (1991).

Otros procedimientos aplican el remuestreo bootstrap para estimar el parame-
tro ventana a partir de los datos. La idea intuitiva de este método es bastante
simple: estimar el error cuadratico MECI por medio de una version bootstrap
de la forma

MECL. (h) = E.[[fy () = [, () 2 dt

donde por E, se denota la esperanza con respecto a una muestra bootstrap
(X15---,X}), (obtenida a partir de la original mediante algtn tipo de muestreo ),
g es alguna-ventana auxiliar, f, es un estimador de la densidad que depende de
la muestra original X, X,,...,X,, y/f; es un estimador basado en (X1,...,X,). Se
elige entonces el valor de h que minimice el MECI.. Las distintas versiones de
esta metodologia se diferencian en el procedimiento de eleccién del parame-
tro g y del procedimiento de generaciéon de la muestra bootstrap. Trabajos
importantes sobre este tema son los de Cao (1990) y Hall (1990).

Otros métodos de seleccion de la ventana utilizan puntos de vista diferentes.
Son destacables el procedimiento de los puntos de inflexion (Cuevas y Gonzélez
Manteiga, 1990), el método del doble niicleo (Devroye, 1989), y los distintos méto-
dos de validacidn cruzada, que desarrollaremos inmediatamente. Trabajos muy
interesantes, que realizan una descripcion de algunos de los procedimientos
citados, y ademas una comparacion, mediante estudios de simulacién, de los
mismos, son los de Jones, Marron y Sheather (1992), y Cao, Cuevas y Gonza-
lez Manteiga (1992).

Estos métodos expuestos han tenido su origen en la busqueda de la banda
para estimadores no paramétricos de la densidad, cuando los datos de la
muestra en estudio son independientes (muestras aleatorias simples). Las dis-
tintas propiedades de optimalidad obtenidas teoricamente para los mismos
hacen uso de esta restriccién. Unicamente los tltimos (métodos de validacion
cruzada) han sido estudiados bajo la hipotesis de dependencia entre los
datos muestrales.

El mas utilizado de estos métodos es el de validacién cruzada de minimos
cuadrados («least squares cross-validation» o, simplemente, cross-validation),
introducido por Rudemo (1982) y Bowman (1984), que se basa en minimizar
una estimacién del ECL En efecto, desarrollando (6), (suponiendo w = 1) se
obtiene:

ECI(hy = [fi—2[fif+ ][/ [11]

Dado que el tercer sumando de esta expresion no depende de %, puede verse
[consultar formula (3.36) de Silverman (1986)] que minimizar [11] equivale a
minimizar la siguiente funcién de validacion cruzada:
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CV (k)= [frx)dx—2n 3 fi(X)) [12]
i=1
siendo

Jix)=—

2 (X, — X)) (18]

n—1 [

ésto es, la estimacion de f(X;) utilizando toda la muestra excepto el dato X;
(técnica denominada «leave- one outy).

En el supuesto de que los datos muestrales sean dependientes la técnica des-
crita no proporciona buenos resultados, ya que si los datos estan correlacio-
nados positivamente, al estimar f(X; ) mediante f/ (X ;) segun [13], los datos
proximos temporalmente a X;: X;_j,...,X;-1,X41,X,42,.-,Xj4; proporcionan
informacion sobre X que viene dada por la dependencia de la muestra y no
por su estructura probabilistica, lo que lleva a elegir en [12] bandas pequeiias
y, por tanto, poco suavizadas. Si los datos estan correlacionados negativa-
mente, el razonamiento es el inverso y se obtienen estimaciones sobresuavi-
zadas.

Para evitar este problema, Hart-Vieu (1990) proponen calcular la estimacion
de f(X,) eliminando de la muestra los datos proximos (en el tiempo) a X;; en
consecucnma los que estin altamente correlacionados con él. Un CrltCI‘lO
menos estricto se basa en ponderar los datos con peso inferior cuanto mayor
sea su dependencia con X}, lo que lleva a elegir la banda que minimice la
siguiente funcién

CVy(h)= [ fi(x)w(x)dx — 2n"! }:f,, (14]

siendo ahora

fie=m 2 Ku(x = x)v(li —jl) [15]

con ¥ (u) una funcién que ha de verificar:

0siu=0
v={>" [16]
1 siu>l,

0<y(w)<l si uél, vysiendo
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El valor {, arriba especificado nos proporcionara la distancia {temporal en
que dos datos pueden ser tratados como si fuesen independientes. Por tanto,
es importante la eleccion de la funcion v u . va que clasifica los datos en tun-
cion de su dependencia (cercania en el tiempoj. Este criterio de validacion
cruzada, v otro basado en la validacién cruzada de Kullback-Leibler, han sido
estudiados por Quintela v Vilar 1991, donde se propone la utilizacion de
funciones y(u; en las que el xalor de {, se obtiene directamente de los datos,
por ejemplo: yiu; =1 —§ £, :zm st ,rf ugg . 2,\/73, siendo T, (11 una estimacion
de la autocorrelacion de orden u.

La eleccion de la funcion y (¢} v del parametro [, tiene una influencia mucho
menor en los resultados de la estimacion que la eleccién de la banda &, no
existiendo un método que permita, a partir de la muestra, obtener el parame-
tro optimo {,, en el sentido de que minimice la funcion CV,(k; {14]. En cual-
quier caso, si la funcién v u) elegida cumple las propiedades arriba especi-
ficadas, se demuestra [ver Quintela v Vilar (1991)], bajo condiciones genera-
les, que el parametro de suavizacion elegido minimizando €V, £ es 6ptimo,
en el sentido siguiente:

ERR ; ‘l,“; ! 1 .
—————— —» 1 casi seguro
inf ERR ) gu

con ERR (hy = MECI (h}, ECI{hy 6 ECPth); es decir, que el error cometido utili-
zando la ventana de validacion cruzada tlende a aproximarse al menor error

posible. Analogamente, se prueba que la razon — 1 casi seguro.

AMECT

De todo lo expuesto se sigue que, aunque existen distintos métodos de selec-
cién automarica del parametro de suavizado, no puede afirmarse que esté
resuelto satisfactoriamente el problema, sobre todo en un contexto de depen-
dencia. El método de validacion cruzada ha sido el mas utilizado, pudiéndose
modificar en la forma descrita para trabajar con muestras de datos depen-
dientes, aunque presenta serios inconvenientes, tales como su alta variabili-
dad respecto a la muestra. Ademas, en los estudios comparativos mediante
simulacion realizados recientemente [Jones v otros (1992), Cao y otros (1992)],
es claramente superado por otros métodos, fundamentalmente los basados
en la metodologia plug-in v bootstrap.

Como ejemplo, realizamos una estimacion de la funcion de densidad de la
variable ¥ «cotizacién de la plata» a partir de la muestra representada en el
Grafico 1. Para tener una primera idea de la forma de esta densidad se ha cal-
culado el histograma v ajustado una curva gaussiana. Ambas aparecen en
el Grafico 2.

En este grafico se observa que el ajuste de una distribucion normal no es ade-
cuado, va que hay falta de simetria v dos probables modas en torno a una
marcada moda central.
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Grafico 2
Histograma de la cotizacion de la plata.

Para utilizar la estimacion nucleo definida en [2] se ha obtenido la banda que
minimiza la funcién de validacion cruzada CV, (k) [12], proporcionando

heyy = 466.196, que permite obtener la densidad estimada representada en el
Grafico 3.

De la definicion de la variable ¥ y del estudio de la funcién de autocorrelacion
muestral se deduce la existencia de una fuerte dependencia entre los datos
muestrales. Del analisis de los mismos se obtiene que la serie puede ajustarse
por un modelo autorregresivo de orden uno, con un polinomio asociado que
tendria una raiz proxima a la unidad, lo que permite utilizar la estimacién no
parameétrica. Un estudio alternativo, también vélido, consistiria en diferenciar
primero los datos y, posteriormente, realizar el estudio no paramétrico.
Hemos elegido la primera opcién, por constituir un buen ejemplo de utiliza-
cién de la estimacion no parameétrica con observaciones fuertemente depen-
dientes, v permitr la comparacion entre las técnicas existentes para datos
independientes v las mejoras de las mismas en el supuesto de dependencia.

Para eliminar los efectos de la dependencia muestral, se ha calculado la fun-
cién de validacion cruzada CV, (), utilizando como funcién de peso y(u) = 0
silu| <L, vy (1) = 1 en otro caso, con/, = 5. Se ha elegido este valor porque las
autocorrelaciones muestrales mayores que 5 son proximas a cero v no signifi-
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Grafico 3 (> 1.000)
Estimacion nucleo de la densidad de la plata b = 466.196.
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Grafico 4 (x1.000)
Estimacién nacleo de la densidad de la plata, i = 983.328.
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cativas. Por su sencillez de calculo, esta funcion sera la que se utilice en todo
el trabajo.

El valor de & que minimiza la funcién CV,(h) es k., = 983.328, a partir del
cual se obtiene la estimacion nucleo de la densidad de la variable, represen-
tada en el Grafico 4, que es mas suave que la obtenida anteriormente, en el
supuesto de independencia.

2.1. Estimacidn local de la funcion de densidad

Si se desea estimar la funcién de densidad en un punto determinado x, ¢ [a, ],
facilmente pueden deducirse versiones locales de los criterios para la obten-
cién del parametro de suavizacion descritos en [12], para el caso de datos
independientes, y en [14], para el caso mas general de datos dependientes.
Basta con tomar como funcién peso w(y) = W, . (y), una funcién que de-
penda del tamafno muestral (n) y esté centrada en el punto en estudio x,.
Generalmente se elige como W, (y) = I5(y), la funcién indicadora en el con-
junto §, siendo S un entorno del punto %, de radio tendiendo a cero, o bien
funciones gaussianas, esto es W, (y) la densidad asociada a una distribucién
Normal de media x, v desviaciéon tipica tendiendo a cero. Bajo hipotesis de
independencia de la muestra, este algoritmo local ha sido estudiado por Hall-
Schucany (1989) y Mielniczuk y otros (1989) y, en un contexto de dependen-
cia, por Quintela-Vilar (1992), quienes demuestran que la estimacion local de
la densidad obtenida en cada punto del intervalo [a, b] es asintéticamente
mejor (tiene un menor error cuadratico integrado medio) que la obtenida por
cualquier método global, esto es utilizando un tnico parametro de suaviza-
cién. Evidentemente, la utilizacién de ventanas diferentes en cada punto de
estimacién produce estimadores que no son densidades; son, por tanto,
menos suaves que los estimadores con una tnica banda & para todos los pun-
tos de estimacion, pero tienden a acercarse mas a la verdadera densidad en
dichos puntos.

A continuacién, aplicamos el criterio local descrito a los datos de la variable
Y = «cotizacién de la platay utilizados anteriormente. Para ello se calcula una
banda local en cada uno de cincuenta puntos equidistantes del intervalo
muestral (rango de los datos) considerado, siendo la funcién de peso local
W.x () = Is(»), con § el intervalo de centro x, y radio la desviacién tipica
muestral dividida entre dos. Como funcién v (z) se tomé la utilizada en el
caso global, con [, igualmente 5. Las ventanas locales obtenidas se represen-
tan en el Grafico 5, donde se observan cambios notables, tomando valores
altos en los extremos del intervalo en estudio y bajos en el centro, lo que es
razonable ya que del histograma de la muestra se deduce que la mayor densi-
dad de los datos se encuentra en el centro. Por tanto, valores pequerios de
permiten tener un numero suficiente de observaciones para estimar la densi-
dad; por el contrario, en los extremos del intervalo, al existir menor densidad
de datos muestrales, se necesitara una ventana grande para tener un nimero
equivalente de observaciones.
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Ventanas locales para la estimacion de la densidad de la cotizacion de la plata.
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Grafico 6 (X 1.000)

Estimacion nucleo de la densidad de la plata utilizando ventanas locales.
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Ladensidad de la plata estimada con bandas locales se representa en el Grafi-
co 6. Globalmente produce una estimacién menos suave que la obtenida uti-
lizando un unico valor para & (Grafico 4) pero, probablemente, mas apro-
ximada a la densidad tedrica desconocida.

3. Estimacién no paramétrica de la funcién de regresion

En este apartado se aborda el problema clasico de estimar una curva de regre-
sién, la cual describe una relacién general entre una variable explicativa X y
una variable respuesta Y, que se supondran reales. A partir de un conjunto de
pares de datos muestrales {(X;, Y;)}7.,, verificando la relacién: Y,=m
(X;)+ & i=1..n siendo m(x) la funcién de regresién desconocida y los ¢, los
errores aleatorios, las técnicas no parameétricas de estimacion de m (x) se basan
en suavizar la nube de puntos por procedimientos de medias locales, siendo
el formato general de estos estimadores el siguiente:

()= 2 8,.(x)Y; [17]

n
i=]

siendo {d,;(x)} una sucesién de pesos que depende del conjunto {X;}i,
tomando valores altos si X, esta proximo ax y proximos a Cero, 0 Cero, en caso
contrario. Este estimador también puede entenderse como el que se obtiene
utilizando «minimos cuadrados localmente ponderadosy, esto es, 7, (x) es la

solucion del siguiente problema de optimizacion:

min. { 8: i 8, (x)(Y;—6)* } [18]

i=1

En regresiéon pueden considerarse dos situaciones diferentes, segin como se
hayan generado los datos. Si X e Y son variables aleatorias, se denomi-
na modelo de disefio aleatorio y la funcién de regresion se define por m (x) = E
(Y/X = x).

Si se controla la variable regresora X, se tiene un modelo de disefio fijo, de la
forma: Y, =m(X;)+¢; i = l..n, siendo las g variables aleatorias de media
cero y varianza 6. Normalmente los {X;}7., se eligen equidistribuidos en un
intervalo [a, ] y, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que X, =i/n.
Aunque el mecanismo estocastico de ambos modelos es diferente, las técnicas
de suavizacién son analogas en ambos. En cualquier caso se estudiaran los
dos modelos de forma diferenciada.

3.1. Modelo de disefio fijo

Un estimador no paramétrico, tipo nucleo, muy utilizado para este modelo,
es el propuesto por Priestley-Chao (1972), quienes, bajo el supuesto de que
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los datos {X;}r., estan equiespaciados, consideran los pesos 8, (x)=
= (Xi+1 — X)) Ky (x — X,), dando lugar al estimador:

x—X

i Z ( h(n)i)Y" 9]

siendo % (n) el pardmetro de suavizacién.

Una generalizacién de este estimador es la propuesta por Gasser-Miiller
(1979)

n—1

= 2 [ Ky(x —u)du (20]

con X; < §,£X,,,. Este estimador recibe también el nombre de estimador convo-
lucién, ya que trata de estimar la funcién convolucién

—Uu

h

(m* K)(x) = [m(x —hy)K(y)dy =h"} [K ( m (u)du

El buen comportamiento de este estimador se sigue de su error cuadratico
medio dado por (ver Hardle, 1990):

ECM (x) = E (i (%) —m(x))*=

= [Sesgo (7, {x))]? + Varianza (7, (x)) =
’ 2 2 1
= (h2—m Q(X)Dk) +E;(h§lC,,+o(h4+;};) [21)

En esta expresion puede observarse, de nuevo, la importancia del parametro
de suavizacion, & (n), que, al igual que en todos los estimadores no paramétri-
cos funcionales, hace de balanza entre el sesgo y la varianza de la estimacién,
como ya se habia discutido en la estimacién de la densidad.

Por consiguiente, es fundamental elegir una banda adecuada para obtener
buenas estimaciones. Para el estimador de Gasser-Miiller [20], minimizando
la expresion asintética de su error cuadratico global: MECI = [ECM (x)dx = [
[my (x) —m (x))*dx se obtiene la expresién del parametro & 6ptimo, dada
por:

i =17 (Co 0 (x)dx) " (D, [ (x) die) ™ (22]

que, desafortunadamente, no puede calcularse porque depende de la funcion
que deseamos estimar. Esto ha motivado el estudio de técnicas, similares al
caso de la densidad (aunque, por el momento, el niimero de técnicas existen-
tes es sensiblemente menor), para obtener la banda a partir de los datos
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muestrales, siendo la mas utilizada la de validacion cruzada, que se basa en
minimizar la funcién:

CVy(h)y=n"" Z (¥: = (X)) w (X)) (28]

con w () una funcion peso positiva y 72§ (X ;) la estimacion de m (X,) a partir de
la muestra sin el dato (X;,Y;).

En el supuesto de que los errores sean dependientes el método anterior no
proporciona buenos resultados si las correlaciones son altas, por ello y te-

niendo en cuenta la similitud entre la estimacién de la densidad y de la regre-
sion, Quintela (1992) propone definir #}{x) como sigue:

n—1

mi(x)= = Z{f’“K x—u)du ty(li—j|)¥ [24]

siendo v (z) la funcién definida en [16]. De esta manera se ponderan con
menor intensidad las observaciones ¥; que son mas dependientes de Y.

Como ejemplo de utilizacién de los métodos no paramétricos descritos para
estimar la funcion de regresion en un modelo de disefio fijo, se ha ajustado a
la variable Z = «Tasa de crecimiento de la cotizacion de la plata», definida a
partir de la variable ¥ = «cotizacién de la plata» como sigue

Y, — Y — Y
Y, Y,

Z, = -1

un modelo del tipo Z, = m(t/n) + g, ¢t = 1, 2,..., n. Como las autocorrelacio-
nes muestrales son, para esta variable, muy pequeiias, se ha calculado la
banda minimizando la funcién de validacién cruzada definida en [23], con
mj(x) dado por [24] y v (u) la misma que se usé en la seccién anterior. Se ha
obtenido, para [, = 0 (caso de independencia) un h = 26’432 y para /, = 1
(caso de dependencia débil) un 2 = 9°563. En el Grafico 7 se ha representado
lanube de puntos (¢, Z,) y las estimaciones no paramétricas de la regresién uti-
lizando el estimador de Gasser-Miiller con las bandas calculadas, siendo la
estimacién con mayor variabilidad la obtenida al hacer [, = 1 y la mds suave
(trazo grueso) la construida bajo hipotesis de independencia. Por consi-
guiente, el utilizar las modificaciones para datos dependientes, cuando estos
no lo son, puede empeorar los resultados de la estimacion. En la citada figura
no se observa una clara tendencia de la funcién de regresion de la tasa de cre-
cimiento de la cotizacion de la plata, siendo aceptable la hipétesis de que la
serie es ruido blanco.

3.2. Modelo de disefio aleatorio

En el supuesto de que X e Y sean variables aleatorias, se define la funcion de
regresion m (x) = E(Y/X) = [yf(y/x)dy = f(x)™' {3f(x,y)dy y, aunque tanto el
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Grafico 7
Tasa de crecimiento de la cotizacién de la plata: datos muestrales y estimaciones
de la regresion.

T

estimador de Priestley-Chao [19], como el de Gasser-Miiller [20] admiten
generalizaciones muy simples para adaptarse a este contexto, el estimador
nucleo mas utilizado es el de Nadaraya-Watson, definido a partir de los pesos:

siendo fh (x) el estimador nucleo de la densidad de Rosenblatt-Parzen estu-
diado en la seccion 2. El estimador toma asf la forma

DKi(x—X)Y, nh Y Ky(x—X,)Y,
i=1 i=]

- fh(x) 23]

my (%)

2 Ki(x—X,)
i=1

El error cuadratico medio de este estimador, bajo condiciones generales,
viene dado por (Vieu, 1991b):

_ S e @) x) )\ ot (x) ( : L)
ECM (x)= | h o (%) D, +nhf(x)(:k+0 h +nh [26]
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v de nuevo, se observa en esta expresion la importante influencia de la banda,
obteniéndose la optima (en el sentido de minimizar el error cuadratico) al
igualar a cero la primera derivada de la expresion asintotica del error, que va a
depender de las funciones desconocidas f{x} v m{x}.

Hirdle v Vieu (1990 proponen utilizar, para obtener la banda a partir de los
datos, la funcién de validacion cruzada definida en [23], adaptandola para el
caso de dependencia. Asi, definen el estimador 7}(x} como sigue:

> Kix—X)yili—jly,
i=1

iy (x) =

_ = 127]
2 Kux=X)y(li=jl)
J=1

Como ejemplo de aplicacion, se ha obtenido la estimacion de la funcion de
regresion de la «cotizacion de la plata» en funcion de la «cotizacion del oron.
Calculando la banda por validacion cruzada v suponiendo independencia
(I, = 0} se obtiene A = 31'68. Con el mismo algoritmo pero suponiendo
dependencia, lo que es mas razonable dada la fuerte correlacion de los datos,
se obtiene paral, = 5 una banda mayor: £ = 57.4, con la que se construye una
estimacion de la regresion mas suave, como se observa en el Grafico 8, en el

(X 1.000)

S — S

22 — o ' ' ]
20.4 —
18.8 —

172 -

15.6 —

14 -

L 1 : ; ¢ L L !

115 12.3 13.1 139 147 155

- Grifico 8
Estimacion de la regresion de la plata respecto del oro.
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que puede verse la nube de puntos v la regresion estimada. En trazo grueso se
representa la estimacion con & = 31°68 v con trazo suave la otra estimacion.

Una version del estimador convolucion para regresion con disefio aleatorio
ha sido estudiada por Gasser v Engel (1990, obteniendo un estimador con
mavor varianza que el de Nadarava-Watson (1.5 veces superior), pero con un
sesgo mas facil de interpretar, va que solo depende de m™ (x| v no de f(x'.
Ademas, se puede adaptar facilmente para estimar las derivadas de m (x), pro-
piedad que no tiene el de Nadarava-Watson.

Aligual que en la estimacion de la densidad, se pueden obtener estimaciones
de la funcién de regresion en un punto x utilizando versiones locales de los
algoritmos de validacién cruzada expuestos. Para ello se toman funciones
peso centradas en el punto x, eswo es, w (x; = W, (x] [ver Vieu (1991a)].

La generalizacién de los algoritmos expuestos en los apartados I v II al caso
p-dimensional, esto es, suponiendo que la variable X toma valores en R?, es
inmediata desde un punto de vista matematico, pero su aspecto computacio-
nal presenta grandes problemas. Esto es debido a que, bajo la hipétesis de
que la funcién a estimar es £ veces diferenciable, la banda 6ptima es de la
forma#,, = Cn~""#*#y, por tanto, la convergencia en media cuadratica es del
orden n~*'#*# que para valores grandes de p es muy lenta, lo que obliga a
utilizar tamafos muestrales muy grandes para obtener resultados aceptables.
Para solventar este problema, en la actualidad se estan estudiando técnicas
como la «Projection Pursuit Regressiony {Hall, 1988) o los «Generalized Additive
Modelsy» (Hastie y Tibshirani, 1990).

4. Estimacion no paramétrica de la funcién de prediccion

Uno de los principales problemas en el Analisis de Series Temporales'es el de
la prediccién, esto es, estimar a partir de un conjunto de observaciones el
valor de futuras observaciones de la serie. Este problema ha sido abordado
recientemente utilizando técnicas no parameétricas, por Gyorfi y otros (1989) v
Vilar Fdez. (1989b), entre otros. Todos los estudios se basan en ut_ilizar. como
predictor la esperanza condicional; por ello, los método§ de gtxmgcu‘m no
paramétrica de la prediccion de una serie temporal estacionaria estin estre-
chamente relacionados con los de estimacion no paramétrica de la regresion.

Sea { X,: t € Z} una serie de tiempo real y estacionaria. Para estimar el valor de
Xy, a partir de una muestra X ;, X,,...,X y se utiliza como funcion de predic-
cién la funcion de autorregresion:

TX®) = E[X i/ X8 = (Xyoiero X)) 28]

que, tedricamente, es la mejor funcién de prediccion si el proceso X, en es-
wdio es markoviano de orden £. Si se consideran las variables X = X' =
= (Xy-3+1---Xy) € Y = X ., el problema de prediccion radiga en estimar la
funcion de autorregresion, que no es mas que un caso particular del pro-
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blema de estimacién de la regresion con disefio aleatorio, bajo la hipotesis de
dependencia de los datos, tratado en la seccion anterior.

El estimador de Nadarava-Watson para este caso se deduce de la expresion
[25], v es el siguiente:

N-d

2 K, (XXX,
BXy = (29]

-1
2 K X=Xy
1=k

siendo K, (u) = kin)*K[u/k{n)], u € R* v K {u) una funcién nuacleo k-dimen-
sional, generalmente la densidad asociada a una variable -dimensional.

De nuevo, en el cilculo de este estimador aparece como problema basico la
eleccion de la banda, h(n}, v, dado que se trabaja con la hipétesis de depen-
dencia, deben utilizarse los procedimientos descritos en el apartado anterior,
generalizados para el caso k-dimensional. Por otra parte, si se utiliza un orden
de autocorrelacion alto, al calcular los estimadores no parameétricos surgen
los problemas relacionados con la alta dimensionalidad de la variable regre-
sora, que va se han comentado.

Ademas, debe tenerse en cuenta que, en la solucion del problema de predic-
¢ién en una serie de tiempo a partir de una nuestra, se pueden cometer dos
tipos de errores: uno, el probabilistico, en el sentido de que el predictor que se
haya elegido |7 (X,}] no sea bueno, v otro el estadistico, que se comete al aproxi-
mar el predictor por una estimacion [r,{X,}], va que el error cuadrético de
prediccion puede descomponerse en dos sumandos como sigue:

EX o T X)P=EX o —r(X)P+HEFrX)—H(X)P=P+E

Si se ha elegido un buen modelo de prediccion todo el problema radica en
estimar bien r(X,), esto es, en minimizar el error de estimacion E. Empero, si
no se ha elegido bien r (X}, aunque su estimacion sea buena, los resultados de
la prediccion no lo seran, ya que se estara cometiendo un error probabilistico,
P, grande. En consecuencia, si la funciéon de autorregresion no es una buena
funcion de prediccion o el orden £ no es el adecuado, las técnicas no paramé-
tricas no daran buenos resultados.

Estas técnicas son facilmente generalizables para obtener las predicciones de
Xy+s cons > 1, o valores intermedios de la muestra. Para ilustrar el comporta-
miento de las técnicas no paramétricas en este contexto, se ha estimado la
funcion de autorregresion de la variable «cotizacién de la platay, de orden
uno, que permite predecir el valor, en un instante, de la variable, en funcién
de lo ocurrido en el instante anterior. En el Grafico 9 se ha representado la
nube de puntos muestrales (X,_,, X,) v las estimaciones no parameétricas obte-
nidas mediante el estimador de Nadaraya-Watson de la funcién de autorre-
gresion. Las bandas se han seleccionado mediante la técnica de validacion
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cruzada, primero suponiendo independencdia (/, = 0), de donde resultaz = 506
(curva con trazo grueso) y después suponiendo dependencia (eligiendo , = 5) -
y obteniendo & = 708 (curva con trazo suave). De los resultados puede acep-
tarse la hipotesis de que la funcién de autorregresion es lineal.
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Grafico 9
Estimaciones de la autorregresion de la plata.
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Abstract

In this paper, some nonparametric techniques of estimation are introduced for the
following probability curves: density function, fixed and random design regression,
and autoregression function. In particular, we study modifications of the usual kernel
estimates of these curves for the case that the sample data are dependent.

Several examples of applications to economic data are also presented.
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