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En este articulo se trata de tlustrar los resultados de la teoria del control en el espacio de los estados y
sus posibles aplicaciones a la Economia Espafiola. En primer lugar, se presenta un resumen de los
resultados mds recientes de la teoria del control, junto a nuevas demostraciones de algunos teoremas
cldsicos, basados en el concepto de autovalor de una matriz asociado a un subespacio invariante de una
aplicacidn lineal. Dado que el modelo elegido para ilustrar las aplicaciones de la Teoria del Control es
de entradas miltiples, se generalizan los leoremas de colocacidn y separacidn de aulovalores para el
caso de un sistema de entradas miltiples con un observador de orden reducido, teniendo en cuenta la
definicion de forma normal natural de una matriz cuadrada. En segundo lugar, se estima un modelo
macroecondmico, propuesto por McFadden, a partir de datos reales de la economia espafiola, que se
utiliza para mostrar las posibles aplicaciones econdmicas de la Teoria del Control. Se comentan
algunas modificaciones que deberian ser introducidas en el modelo si se pretende dotar de algin sentido
a las decisiones de politica econdmica basadas en el mismo.

1. Introduccion

No parece adecuado aceptar que todas las técnicas matematicas desarrolladas
inicialmente para ser aplicadas a la fisica 0 a la ingenieria sean susceptibles de
serlo también a las ciencias sociales en general y a la economia en particular.
Un ejemplo lo constituye la moderna Teoria del Control, ya que, por la
naturaleza de los fenémenos estudiados en economia, no siempre son transferi-
bles los resultados de controlabilidad y observabilidad de sistemas fisicos al
estudio de sistemas sociales. En efecto, desde el punto de vista del Control
Optimo un sistema fisico es un juego con un Gnico jugador contra la naturale-
za; por el contrario en un sistema econdémico pueden existir varios jugadores,
los cuales a menudo compiten entre si y persiguen intereses contrapuestos.
Ignorar las reacciones de unos agentes econémicos frente a las acciones tomadas
por otros puede conducir a falsear resultados y decidir adoptar politicas equivo-
cadas. Por otra parte no se puede olvidar que un sistemna fisico reacciona
teniendo en cuenta Gnicamente la informacion pasada o presente, mientras que
los agentes econdmicos deciden lo que deben hacer hoy de acuerdo con la
informacién pasada y presente y también de acuerdo con las expectativas del
comportamiento del sistema en el futuro. Sin embargo, la moderna Teoria del
Control se puede aplicar al disefio de politicas econémicas adecuadas introdu-
ciendo en los métodos de Control Optimo modificaciones que recojan las
diferencias sustanciales entre el comportamiento de un sistema fisico y uno
econémico.
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La Teoria de Sistemas se apoya en el conocimiento y desarrollo de diversos
campos como son la modelizacién y el analisis de sistemas, su control y modifi-
cacién, etc. En economia, la imposibilidad de especificar en general relaciones
que suplan la ausencia de leyes fisicas que rijan el comportamiento de un
sistema econdémico, conlleva la necesidad de utilizar los datos estadisticos dispo-
nibles, asi como especificar las entradas y salidas del sistema para llevar a cabo
la identificacién y ser capaces de plantear el modelo en forma matricial (en el
espacio de los estados). Entonces, cuando el modelo es lineal, la teoria de
matrices permitird obtener soluciones analiticas y estudiar si éste es controlable
y observable y, de acuerdo con estas caracteristicas, analizar si es posible
conducir el sistema a la situacién deseada eligiendo de forma adecuada el
vector de entradas.

Con objeto de ilustrar la aplicacién de los resultados de la teoria de control a la
economia, hemos elegido un modelo macroeconémico, propuesto por McFad-
den en 1969, que es controlable sélo cuando se utilizan conjuntamente instru-
mentos de politica monetaria y fiscal como variables de control, pero no lo es
cuando sélo se utiliza una de ellas como instrumento.

La eleccién del modelo la hemos hecho teniendo en cuenta su sencillez, lo que
permite mostrar con claridad las posibilidades de aplicacién de la Teoria del
Control en la economia aunque bien es cierto que, precisamente por su senci-
llez, no es posible extrapolar los resultados al estudio del comportamiento de
una economia real. En el epigrafe 3 se estima este modelo a partir de datos de
la economia espafiola. Tras analizar en qué condiciones es controlable y obser-
vable, se simula su comportamiento al controlarlo en bucle abierto y en bucle
cerrado, interpretando las ventajas e inconvenientes que presentan ambos enfo-
ques y como se resuelven los problemas que se plantean. Se prueba que en este
caso es posible controlar el sistema incluso cuando se dispone de la informacién
relevante con un periodo de retraso y por tiltimo se simula el comportamiento
del sistema en diferentes supuestos de control con politica monetaria y fiscal.

Dado que el modelo propuesto es un modelo de entradas miltiples, era preciso
generalizar el Teorema de Colocacién de los autovalores (Luenberger (1979)
pag. 293), que hace uso de las formas canénicas de Controlabilidad y que es
aplicable Gnicamente al caso de un sistema de entrada Gnica. Por otra parte, el
observador a introducir en nuestro caso para reconstruir los valores de las
variables de estado a partir de la informacién contenida en las salidas del
sistema es un observador de orden reducido, por lo que era preciso también
demostrar el Teorema de Separacién de los autovalores, demostrado por Luen-
berger (1979), pag. 299, para el observador identidad, para un observador de
orden reducido.

Por estas razones, en el parrafo 2.2. se generaliza el Teorema de Colocacién
para el caso de entradas multiples (Teorema 3) haciendo uso del concepto de
forma normal natural de una matriz cuadrada (Barbolla y Gémez (1985)) y se
demuestra el Teorema de Separacién para un observador de orden reducido
(Teorema 4).
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2, Notacion, conceptos y resultados previos

Estamos interesados en estudiar el comportamiento de un sistema lineal en
tiempo discreto formulado en forma expandida en el Espacio de los Estados
como:

x(k + 1) = 4x(F) + Bu(k)
W) = Celk) (]

siendo y(k) = Cx(k) la expansiéon del sistema (véase grafico Al). Esta estructu-
ra de salida es necesaria porque la mayoria de las veces no podemos medir el
vector de estado sino una transformacién de éL

Supuesto que por x(k), vector de dimensién n x I, notamos el vector de estado
en el periodo &, por {x(k)/k € N} notaremos la sucesién que es la trayectoria
solucién de [1]. Si ademds por u(k), vector de dimensién m x 1, notamos el
vector de variables instrumento o variables de control en el periodo £ y por
y(k), de dimensién p x 1, el de las observaciones o salidas, la matriz cuadrada
A de orden 7 sera la del sistema, la matriz B, de orden n x m, la de distribucién
de las entradas y C, de orden p x n, la matriz que distribuye las salidas.

De estos sistemas por los ya conocidos teoremas de existencia y unicidad,
conocemos la solucién para unas condiciones iniciales x(0).

Para dichas condiciones iniciales x(0), la solucién del sistema homogéneo en el
periodo & es x(k) = A*x(0). Es decir, {4*x(0)/k € N} es la solucién del sistema
cuando u(k) = 0, o lo que es lo mismo la respuesta libre del sistema cuando no
existe vector de entradas o variables instrumento. Si u(£) es no nulo, la solucién
del sistema para las condiciones iniciales x(0) serd (grafico A2, apartado b):

%K) = 4%(0) + 3 A<1Bu())
=0

donde el segundo sumando representa la Superposicidn de efectos sobre x{(k)
debido a las entradas u(0) ... u(k — 1).

Es decir, para todo £, k£ € N, x(k) sera de la forma:

x(k) = A*¢(0) + A*"*Bu(0) + - + Bu(k — 1) =
ulk — 1)
A%(0) + [BAB ... 4 1] : -
u(0)

ulk - 1)
A*x(0) + P

u(0)

donde P es la matriz del efecto de superposicién de las entradas.
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Puesto que se trata de conformar la trayectoria x(¢) solucién de un sistema para
unas condiciones iniciales x(0) cuando esto sea posible, es decir cuando el
sistema sea controlable, empezaremos por definir lo que entendemos por un
sistema controlable.

El sistema puede controlarse en bucle abierto o en bucle cerrado. Que un
sistema sea controlado en bucle abierto significa que si conocemos el sistema, es
posible calcular u(k) (si es controlable) y comparar x(k) y la trayectoria deseada
%(k) (si es observable); sin embargo, las desviaciones no tienden a amortiguarse
porque u(k) esta calculado en ausencia de perturbaciones y no introduce infor-
maclién sobre dichas desviaciones.

Por el contrario controlar en bucle cerrado implica que si x(£) es la trayectoria
correspondiente a unas condiciones iniciales x(0) y Z(£) es la trayectoria desea-
da, siendo observable el sistema, y calculamos u(k), vector de variables instru-
mento, introduciendo la informacién sobre las perturbaciones para amortiguar
las desviaciones, la trayectoria tenderd hacia la trayectoria deseada a largo
plazo. Si no podemos medir x(k), lo primero que tendremos que hacer es
construir un observador que aproxime x(k) cuando esto sea posible, es decir, si
el sistema es observable. Por tanto estamos interesados en estudiar la observabi-
lidad y controlabilidad de un sistema dindmico.

La Teoria Clasica del Control, de la que las transformadas £ y de Laplace son
instrumentos basicos, facilita el disefio de sistemas de control al permitir la
resolucién de sistemas complejos por descomposicién en los subsistemas que lo
componen. La Teorfa Moderna del Control se apoya en la formulacién matri-
cial que nos permite trabajar en el espacio de los estados. Esta teoria proporcio-
na una estructura vilida para una biisqueda objetiva y sistematica de politicas
econdmicas adecuadas que confieran propiedades aceptables de estabilidad, y
comportamiento oscilatorio a los sistemas econémicos.

2.1. Sistemas controlables y observables en tiempo discreto

En algunos casos, dado un sistema econémico dinamico, es posible disefiarlo o
actuar sobre él de tal forma que el vector de estado, a partir de un cierto
periodo 7, tome unos valores dados y en otros casos esto no es posible.

A continuacién definimos lo que se entiende por que un sistema dinamico sea
controlable en tiempo discreto.

Definicion 1. Dado el sistema en tiempo discreto [1], diremos que es de estado
controlable si y sélo si para cualquier condicién inicial x(0) = x4, y cualquiera
que sea el vector de estado x; existe un nimero finito de periodos 7y y una
funcién o vector control u(k) tal que aplicando al sistema las entradas »(0)
u{ng — 1) obtenemos x(ng) = x;.

Definicién 2. A la matriz P, de orden n x (n* m) definida por
P, = [BAB ... A" 'B]

la llamaremos matriz de controlabilidad del sistema [1].



CONTROL DE SISTEMAS MACROECONOMICOS 105

Como x(k) es un vector n x 1, serd necesario para que el sistema sea controlable
poder actuar sobre todas las componentes de este vector, por lo que intuitivamen-
te parece necesario que la matriz de controlabilidad P, sea de rango n para poder
conformar la trayectoria solucién del sistema correspondiente a unas condiciones
iniciales. Este resultado queda recogido en el siguiente Teorema.

Tecrema 1. La condicién necesaria y suficiente para que el sistema
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

sea controlable es que su matriz de controlabilidad sea de rango n (Luenberger
(1979), péags. 276-279).

Si el sistema es de entrada tdnica, es decir disponemos de una tnica variable
instrumento para controlar el sistema, la matriz de controlabilidad P, serd
cuadrada de orden =, por tanto, la condicién necesaria y suficiente para que el
sistema sea controlable es que los vectores b, 4h ... A" 'b sean linealmente
independientes. Supuesto que el vector 4 tiene todas sus componentes no nulas,
una condicién suficiente para que esos n vectores sean independientes es que
todos los autovalores de 4 sean distintos.

Cuando el sistema no es de entrada tnica (B de orden n x m conm > 1) para
que éste sea controlable por una séla variable instrumento bastara con que lo
sea el de entrada Gnica

x(k + 1) = Ax(k) + bu,(k)

donde por 4; notamos la columna j-sima de la matriz B y por u;(k) la compo-
nente j~sima del vector u(k).

Este criterio de controlabilidad de un sistema se debe a Preston (1974), es
conocido con el nombre de criterio de ajuste y permite controlar un sistema con
un namero de variables de control menor que el ntimero de componentes del
vector de estado; recordemos que esto no era posible en el criterio de control
estatico enunciado por Tinbergen.

Pero, ¢cudl es el minimo nimero de variables instrumento que nos permite
controlar un sistema cuando 4 es una matriz que tiene todos los autovalores
distintos? Como sabemos, si existe una columna de la matriz B, & j» qUe no es
ortogonal a ningin autovector izquierdo, basta con #;(k) como variable instru-
mento para que el sistema sea controlable.

Supongamos que no existe ninguna columna é; de la matriz B verificando esta
propiedad. Entonces si la matriz 4 tiene todos sus autovalores distintos, la
condicidén necesaria y suficiente para que el sistema sea controlable es que exista
alguna combinacién lineal de vectores columna de B, Bj, tal que existan
escalares oy ... a, todos no nulos verificando que

n
B) = ;aiei

siendo ¢; ( = 1+ n), n autovectores derechos de 4 linealmente independientes.



106 INVESTIGACIONES ECONOMICAS

Cuando un autovalor de 4 es milltiple, para que el sistema sea controlable por
una sola variable instrumento es necesario asociar a ese autovalor un subespa-
cio estable de dimensién igual al orden de multiplicidad del autovalor, pero
que no se pueda escribir como suma directa de subespacios estables por la
transformacién. Es decir, si suponemos, sin pérdida de generalidad, que 4, es el
inico autovalor multiple de 4, y m; es su orden de multiplicidad, deberd
verificarse que la dimensién del subespacio invariante asociado a este autovalor
sea uno y la caja de Jordan de orden m; x m,. Para que el sistema sea
controlable por una sola variable instrumento es necesario y suficiente que u]b;
# 0,7 = m, *-* n, donde por u] notamos los autovectores izquierdos de 4 y por
b; la columna j-sima de la matriz B.

Definicion 3. Dado el sistema en tiempo discreto [1] diremos que es observa-
ble, si conocida la salida p(k) existe un niimero finito de periodos n, tales que
para el output dado y(k) se puede determinar de forma tnica x(0) = x,.

Definicidn 4. A la matriz R, de orden n x (n - p) definida por
R, = [CT ATCT ... (4T)""'CT]

la llamaremos matriz de observabilidad del sistema [1].

Puesto que la informacién del comportamiento de x(4) la conocemos a través
del vector de salidas y(k) de orden p x 1, parece intuitivo imponer que la
matriz de controlabilidad tenga rango n para poder reconstruir de forma {nica
el vector de estado que tiene n componentes. Este resultado quedara recogido
en el siguiente Teorema.

Teorema 2. La condicién necesaria y suficiente para que el sistema [1] sea
observable es que la matriz de observabilidad del sistema sea de rango 2
(Luenberger (1979), pags. 286-287).

2.2.  Descomposicidn del problema de conirol

a) TEOREMA DE COLOCACION DE LOS AUTOVALORES:
CONTROL EN BUCLE CERRADO

Como ya hemos sefialado anteriormente, el objetivo del control es «manipular»
las variables instrumento o de entrada del sistema para obtener el comporta-
miento deseado de las variables de estado.

Cuando las variables instrumento estan definidas a priori como funcién del
tiempo (control en bucle cerrado), no es posible tener en cuenta las variaciones
no anticipadas en los parametros o en la forma funcional del sistema, ni las
perturbaciones no medibles. Asi, tanto las caracteristicas de estabilidad como el
comportamiento oscilatorio del sistema controlado, estaran determinadas por
las del sistema original, es decir, sin controlar. Sin embargo, veremos cémo es
posible modificar estas caracteristicas en el sistema controlado cuando las varia-



CONTROL DE SISTEMAS MACROECONOMICOS 107

bles instrumento o entradas estan definidas en funcién de la informacién dispo-
nible sobre el comportamiento del sistema (control en bucle cerrado). En ese
caso, es posible introducir informacién en las entradas del sistema sobre las
perturbaciones que afectan o pueden afectar al sistema y que se traducen en
desviaciones de las trayectorias de estado respecto de las trayectorias deseadas
(graficos A3 y A4).

Los resultados siguientes que enunciamos para tiempo discreto, nos proporcio-
nan condiciones para que un sistema controlable de caracteristicas de estabili-
dad y oscilacién dadas se pueda transformar en otro cuyas caracteristicas sean
las deseadas.

Teorema 3. Sea x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) un sistema controlable. Entonces,
si B es una matriz de orden » x m cuyo rango es p < min {n, m}, para todo
polinomio real de gradon P() = A" + a,_ (A" + -+ + a,A + ay, existe una
matriz real C de orden p x n tal que el polinomio caracteristico de la matriz 4
+ BC coincide con P(A), es decir!:

(A4 + BC) — M) = P(A) = 2" + @, A" ' + -+ + a;A + g

Asi, cuando el vector de estado x(k) es conocido para todo £, es posible elegir el
vector de variables instrumento u(k) = Cx(k) de forma que los autovalores del
sistema controlado en bucle cerrado estén colocados arbitrariamente en el
plano complejo, lo que determinara las caracteristicas de estabilidad y oscila-
cién de las soluciones del sistema. Esto equivale a decir que, para un sistema
controlado en bucle cerrado, que en forma matricial podemos escribir como

2k + 1) = (4 + BC)x(k)

es posible obtener las caracteristicas deseadas de estabilidad y oscilacién de las
soluciones eligiendo la matriz ¢ de forma adecuada.

b) OBSERVADORES IDENTIDAD Y DE ORDEN REDUCIDO (Graficos A5 y A6)

Generalmente no todas las variables de estado del sistema son observables, por
tanto, serd necesario desarrollar procedimientos que nos permitan controlar el
sistema con una aproximacién construida a partir de la informacién disponible.
Recordemos que, dado el sistema ampliado, que en tiempo discreto escribiamos

x(k + 1)
(k)

si la matriz € no es la identidad, no conocemos directamente el vector de estado
x(k) sino una transformacién de él: y(k) = Cx(k). Por tanto, el problema que se

Ax(k) + Bu(k)
Cx(k)

! Véase Luenberger (1979), pags. 299-300, para sistemas de entrada tinica y Barbolla y
Gomez (1985) para sistemas de entradas multiples.
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debe abordar en primer lugar en este caso sera el de reconstruir x(k), para lo
cual disefiaremos un dispositivo llamado observador que en ciertas condiciones
permitira calcular una aproximacion del estado del sistema.

Si el sistema es completamente observable, el observador definido por

zZ(k + 1)

Az(k) + EC[x(k) — z(k)] + Bu(k) =
Az(k) + ED(K) — Cz(B)] + Bu(k)

que se denomina observador identidad, es tal que, si x(0) = z(0), entonces z(k)
= x(k), V£ > 0; sin embargo, si z(0) # x(0) tendremos que z(k) # x(k). Si e(k)
= z(k) — x(k) es el vector de errores para cada £, dado que se cumple

ek + 1) = [d — ECle(k) 2]

que los errores tiendan o no a anularse con el tiempo (g(k) — 0 si k¥ > + o)
dependerd de que el sistema [2] sea o no asintticamente estable, es decir de los
autovalores de la matriz [4 — EC].

Por el Teorema de colocacién de los autovalores tendremos que, si el sistema
[1] es observable, se puede construir un observador identidad de tal forma que
es factible elegir las raices del polinomio caracteristico de la matriz [4 — EC].

El observador identidad reconstruye las n variables de estado sin tener en
cuenta que p de ellas pueden ser conocidas y por tanto carece de sentido
aproximarlas. En este caso se tratarad de disefiar un observador de ordenn — p
que reconstruya so6lo las » — p variables no conocidas, eliminando redundan-
cias.

Si el sistema [1] es observable y 7g(C) = p, es decir, las medidas de las p
variables son linealmente independientes, es posible definir una matriz P no

. = v " w(k)
singular de orden n x n, P = s tal que %(k) = 7

k. Si el sistema transformado, algebraicamente equivalente al de partida, lo
escribimos como sigue

w(k + 1) Ay Ay, || w(k) B,
= + | = {u(k)
(k + 1) 431 Apy | ¥(K) B,
y hacemos v(k) = w(k) — Ep(k) = [V — EC]x(k) el nuevo sistema que
obtenemos transformado de éste serd: (Luenberger (1979) pag. 305)

B(k + 1)} _ [An — Edy, ApE — EApE + Ay, — EAZZ]B(m] .
*k+1) 4y A (k)

B, — EB,
+ I: B, :Iu(k)

} = Px(k) para todo
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Puesto que y(k) es conocido para todo k, inicamente serd necesario construir un
observador trivial (Luenberger (1979) pag. 301) reducido (de orden n — p)
como sigue:

| ) ) _ A E — EAyjE — Ed,, |[y(k)
z(k + 1) = [4;; — Ed,]z(k) + [ B, — EB, :H:”(k):]

siendo la trayectoria del error en la observacién la solucién del sistema
gk + 1) = [4,y — EA; Je(k) con &(k) = v(k) — z(k)

Por tanto, el comportamiento de &(k) dependera de que este sistema sea o no
asintéticamente estable, es decir de los autovalores de la matriz [4,; — E4,,].
Abhora bien, el Teorema de Colocacion de autovalores nos asegura que se puede
elegir la matriz E de tal forma que para un polinomio P(4) arbitrario [(4;; ~
EA,,) — M} = P(A). Por tanto, es posible elegir convenientemente los autova-
lores del observador y estimar el estado original como

&

(k) = z(k) + Ey(k)
(k) = y(k)

c) TEOREMA DE SEPARACION DE LOS AUTOVALORES:
CALCULO DEL OBSERVADOR Y CONTROL DE UN SISTEMA

Supongamos el sistema ampliado en tiempo discreto [1] observable y controla-
ble, tal que C es una matriz de orden p x 7 de rango p, es decir, del sistema de
orden n conocemos p variables (p < 7). Sip = n, puesto que x(k) es conocido
para todo £, la estructura de realimentacion del sistema se podria disefiar de tal
forma que

de modo que el sistema transformado
x(k + 1) = (4 + BK,)x(k)

eligiendo adecuadamente la matriz K, tenga las caracteristicas de estabilidad y
oscilacién deseadas, por ejemplo, asintéticamente estable y oscilante.

Si p < n, habra que disefiar un observador que permita aproximar el vector
x(k) por z(k). Por el Teorema de Colocacién de los autovalores también es
posible elegir el polinomio caracteristico del observador.

El Teorema de separacién de los autovalores permitird integrar el disefio del
control y del observador de un sistema de tal forma que si un sistema de orden n
es controlable y observable, el sistema transformado obtenido introduciendo el
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control en bucle cerrado y el observador de orden reducido es tal que su
polinomio caracteristico es el producto de los polinomios caracteristicos del
control y del observador.

Teorema 4. Dado el sistema
xk + 1) Ax(k) + bu(k)
(k) = Cx(k)

controlable y observable, existen matrices E y K, tales que si tomamos

z(k + 1)

4 - Bcteth + 1] 7 |

u(k) = Ez(k)

el sistema transformado resultante es tal que su polinomio caracteristico es el
producto de los polinomios caracteristicos de las matrices del sistema controla-
do y del observador (4 + BK) y (4 — EC)2.

De este resultado se deduce que es posible separar el calculo del observador y
del control e integrarlos posteriormente, lo que permitird resolver, en lugar de
un sélo sistema de orden 2z — p, dos de orden n — p y n respectivamente.

3. Estudio de controlabilidad y observabilidad de un modelo
macroeconomico

En este pardgrafo ilustraremos los resultados de la Teoria del Control enuncia-
dos en el anterior apartado; para ello hemos elegido un modelo macroeconémi-
co propuesto por McFadden en 1969 (Aoki (1976) pag. 237). Este modelo, por
su sencillez, no permitird extrapolar los resultados al estudio del comportamien-
to real de una economia nacional aunque por ejemplo, en el caso de la
economia espafiola, se estima el modelo a partir de datos procedentes del
anuario del IL.N.E. o de la memoria del Banco de Espafia. Sin embargo,
muestra con bastante claridad las posibilidades de aplicacién de la Teoria del
Control en la economia ya que resalta cémo el modelo no es controlable
cuando se utilizan sélo instrumentos de politica monetaria o politica fiscal y
como, sin embargo, utilizando conjuntamente instrumentos de politica moneta-
ria y fiscal es posible imponer una determinada trayectoria al vector de estado.
Aunque en este modelo las variables de estado son directamente medibles, es
mas adecuado suponer que tanto el saldo neto de la balanza de pagos como la
oferta lo son con un retardo, por lo que estudiaremos también cual es el efecto
sobre la observabilidad del sistema de disponer de las variables de estado
retardadas, como unicas salidas.

2 Véase Luenberger (1979), pags. 307-308 para sistemas de entrada tnica con observa-
dor identidad, y Barbolla y Gomez (1985) para sistemas de entradas multiples con
observador de orden reducido.
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Estimando el modelo a partir de una adaptacion de datos de la economia
espafiola, se estudian las ventajas e inconvenientes que representa el controlar
este modelo en bucle abierto o bucle cerrado,

3.1. Enunciado del problema

McFadden propone un modelo definido por cuatro identidades contables v
cuatro ecuaciones de comportamiento de corte keynesiano (grafico A7).

Las identidades contables y ecuaciones de comportamiento que lo definen son

las siguientes:

Identidades contables
Yik) = Ck) + Sk) + Tk
Xk = Ck + Itky + Kkl + Gk
Blky = E - Mk - Kk
Bk = Yk - Xk

Ecuaciones de comportamiento

1l

Sik) —og + o, Yiky {ay > 0)
Mik) = —Bo + B Y(k] (B > 0]
Ik} = yo — 7rlk) (7, > 0)
Kk = 85 — 8,1k} (8, > 0)

siendo las variables del modelo agregadas, 1'{k) el PIB, X{k) la demanda, C(k)
el consumo privado, S(k} el ahorro, /(%) la inversién, M{k) las importaciones de
bienes y servicios, K{4) el flujo neto de capital exterior, T (k) los impuestos, G ()
el gasto publico, B{k) el saldo neto de balanza de pagos, E las exportaciones de
bienes y servicios, r(k) la tasa de interés interna, y 7, la tasa de interés exterior.

Eliminando las variables C(k), S{k), T k), I{k), K(k), G(k), E, M(k), X(k),

obtenemos un sistema de dos ecuaciones en diferencias de primer orden de
coeficientes constantes no homogéneo:

x(k + 1) = Ax(k) + Bulk) (n = 2)

donde 4 = I es la matriz del sistema,

B = [51 + uBiy: — #ﬁl]
—H7 H
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B(k
con g = ———— es la matriz de reparto de entradas, x(k) = { ( )} el vector

Y (k)
Ar(k)

de estado y p(k) = AD(K) el vector de control donde Ar(k) = r(k + 1) —

7(k) es una medida de politica monetaria y AD(k) = D(k + 1) — D(k) si D(k)

es el déficit interno (D(k) = G(k) — T (k)) es una medida de politica fiscal.

En lo que sigue, estudiaremos el comportamiento del sistema referido a unas
condiciones de equilibrio en relacién con las caracteristicas de estabilidad del
mismo. Puesto que el sistema es marginalmente estable, un objetivo razonable
seria estabilizar el sistema de forma que tendiera rapidamente a un punto de
equilibrio (0 en su caso a una senda de equilibrio) sin oscilaciones, cuando por
efecto de las perturbaciones externas el vector de estado se separase de dicho
punto (o senda). Por ello, estudiaremos en primer lugar sus caracteristicas de
controlabilidad y observabilidad.

3.2.  Controlabilidad y observabilidad

a) CONTROLABILIDAD

Si el tinico instrumento disponible es Ar(k), tendremos x(k + 1) = Ax(k) +
b,Ar(k) donde:
’ - V1

La matriz de controlabilidad M, serd M, = [b,, Ab.] = [b,, b.]. Como rgM, =
1 < 2 = n, el sistema no serd controlable cuando sblo disponemos de esta
variable de control de politica monetaria (Teorema 1).

Si suponemos que la tinica variable instrumento disponible es de politica fiscal,
tendremos u(k) = AD(k) y por tanto x(k + 1) = Ax(k) + bpAD(k), donde bp

26

La matriz de controlabilidad My, Mp = [bp, Abp] = [bp, bp], también tiene
rango uno y tampoco en este caso el sistema sera controlable. Si ahora supone-
mos que para controlar el sistema es posible disponer de ambas variables
tendremos:

_ Ar(k) e+ wbyy - uﬁl]
x(k + 1) = Ax(k) + B{AD(k)} donde B = [ i .

y la matriz de controlabilidad M = [B, 4B] = [B, B].

Para que el sisterma sea controlable es necesario y suficiente que 7,(M) = 2
(Teorema 1), lo que equivale a que B sea no singular, es decir que d; # 0. Por
tanto, el sistema serd controlable en este caso si el flujo neto de capital del
exterior es sensible a los cambios en la diferencia de las tasas de interés.
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En este caso, podemos elegir los autovalores del sistema controlado en Bucle
cerrado eligiendo adecuadamente la matriz de control lineal X, (Teorema de
colocacién de los autovalores):

x(k + 1) = (4 + BK_)x(k) tomando u(k) = {AD 1 Kx(k)

puesto que los valores de las variables de estado estan disponibles en el instante
k.

b) OBSERVABILIDAD

Para poder controlar el sistema eligiendo X, es necesario conocer las variables
de estado en el instante £, o bien aproximarlas si sélo estin disponibles con
algtin retardo.

Si las salidas observadas en cada instante £ son directamente las variables de
estado, es decir y(k) = Cx(k) con C = I, la matriz de observabilidad S,

NEAREIRH

tiene rango dos (rg($) = 2 = n) y, por tanto, el sistema es observable.

Si ahora suponemos que las variables de estado sélo las conocemos con un
retardo de un periodo, tendremos el siguiente sistema:

x(k + 1)
(k)

Ax(k) + Bu(k)
x(k — 1)

que puede transformarse en uno de cuarto orden

{W‘ + 1)} [1 | 0]{v(k)} + [ﬁ}‘(k) (n = 4)
- x(k)

) = {0}

I]0

I]0

[Z]10] y, por tanto, la matriz de observabilidad § sera

Como CT = [0|1], 4 = l: j‘ A2 = A® = --- 4¥ = A, para todo £, CTA* =

cT 011
Tler4r|o 1o
cT 43 I[0

De donde se deduce que el sistema es observable puesto que 7g(8) = 4 = n.



114 INVESTIGACIONES ECONOMICAS

Asi, por el Teorema de separacion de los autovalores, podemos descomponer el
problema de calcular el control y el observador y transformar el sistema
original, que es marginalmente estable, en un sistema controlado que sea
asintOticamente estable; para ello definimos el control

u(k) = I{c{j)((:))} donde #(k) , @(k) = z(k) + Ey(k)

es la aproximacion del vector de estado, z(k) el vector de estado del observador
y

zk + 1) = (I — E)z(k) + Bu(k) + (I = E)E y(k) (n = 2)

el observador de orden reducido.

El sistema controlado con el observador es entonces un sistema de sexto orden
(recordemos que el sistema expandido es de orden 4 y el observador reducido
de orden 2).

Si hacemos el cambio de variables {;gg}z(k) por {j’((:))}g(k) donde ¢(k), &(k)

= x(k) — @(k), es el error en la aproximacién del vector de estado x(k),
tenemos el sistema de sexto orden

Bk + 1) 1107 T[B k) [E
{,(k ; 1)} - ([ﬁﬁ] ¥ [OJKC){W:)} * I]S(k’

ek + 1) = [I — Ele(k)

I10]
cuyos autovalores son los de las matrices [ — E], [T%w(; + [g]lfc por ser

triangular por cajas.

El criterio a utilizar sera elegir £ y K, de forma que los autovalores del sistema
estén contenidos dentro del circulo unidad y sean reales, para que el sistema sea,
asintoticamente estable y no existan oscilaciones.

3.3.  Control en bucle abierto y en bucle cerrado (Grafico A8)

El control en bucle abierto presenta algunas desventajas frente al control en
bucle cerrado (realimentacién}). En efecto, el control en bucle abierto de un
sistema: (a) requiere cdlculos complicados para definir el control que se debe
aplicar en un caso general; (§) no introduce informacién sobre las perturbacio-
nes en los pardmetros del sistema o en la forma funcional, ni sobre las entradas
perturbadoras (ruido) y por tanto, éstas no pueden ser compensadas automati-
camente en un sistema asi controlado; y (¢) no es posible modificar el polinomio
caracteristico del sistema original y por tanto las caracteristicas de estabilidad
del mismo son invariantes por la aplicacién de este tipo de control.
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En el modelo de McFadden, estimado con datos del periodo 1970-1980 proce-
dentes de la Contabilidad Nacional y Memorias del Banco de Espafia, conside-
rando 7y(k) = tipo bésico y r,(k) = (k) = tipo de los bonos bancarios,
estudiaremos su comportamiento frente a una perturbacién cuando se controla
dicho sistema en bucle abierto o en bucle cerrado, comparindolos por ltimo.

Si la senda de equilibrio del sistema
x(k + 1) = x(k) + Bu(k)

es xo(k), el control en bucle abierto #,(k) serd una senda de control obtenida a
partir de:

xo(k) = x(k) = x(0) + B[x(0) + --- + u(k — 1)]

Para la misma senda de equilibrio el control en bucle cerrado sera proporcional
al error, es decir (grafico A 9):

uy(k) = Kx(k) — xo()]

de modo que, si en un cierto instante £ los vectores de estado y de equilibrio
deseado coinciden (x(k) = xo(k)), entonces, u (k) = 0.

Si la matriz del sistema es la identidad (4 = I) y el control se anula, se tiene
que x(k + 1) = x(k). Entonces, si x(k) = x,(£), salvo en el caso particular en el
que xg(k + 1) = xy(k) para todo £, se verificard que x(k) = x(k + 1) #
xo(k + 1) y por tanto, sélo se podra controlar el sistema haciendo uso del
control proporcional al error cuando exista un cierto error; por ello, puede
combinarse éste con otros dos términos: uno proporcional a la integral del error
(o suma de los errores en variable discreta) y otro a la derivada del error (o
incremento del error en variable discreta). El primero representa la persistencia
del error en el tiempo y el segundo la velocidad a la que éste crece (grafico
Al0).

Alternativamente, si consiguiéramos que xo(k) fuese una senda de equilibrio del
sistema haciendo uso del control en bucle abierto u4(k), introduciendo simulta-
neamente un control en bucle cerrado u, (k) proporcional al error (u(k) = uo(k)
+ uy(k)), dicha senda se convertiria en asintéticamente estable. En este caso, si
x(k) = xo(k), el error se anula (x(k) = uo(k)) y x(k + 1) = xo(k + 1). Sin .
embargo, si x(£) # xo(k) el error se introduce en el control para intentar
anularlo (grifico A-11). El inconveniente de este procedimiento es la necesidad
de efectuar los célculos del control en bucle abierto.

Por ultimo, es posible utilizar los resultados de la Teoria del Control Optimo
para calcular el control que minimice la desviacién entre el vector de estado y
la trayectoria de estado deseada, a la vez que minimiza su propia desviacién
respecto a una trayectoria de control deseada. Este procedimiento, que sobre-
pasa los objetivos del presente trabajo, permite eliminar la indeterminacién que
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se presenta al tratar de elegir los autovalores del sistema controlado con los
Unicos requerimientos de que no se produzcan oscilaciones y el sistema sea
asintéticamente estable.

En nuestro caso requeriria la resolucién de un sistema de ecs. de Riccatti para
cada instante de tiempo £, lo que representaria un esfuerzo de cdlculo impor-
tante.

a) CONTROL EN BUCLE ABIERTO

Estimadas las constantes del modelo, calculamos la matriz de distribucién de
entradas B:

B - Oy + upyyy —uby _ | —131,263  -0,47817
A po | L 081,07 29752

y asi podemos simular el comportamiento del sistema controlado, en este
apartado en bucle abierto y en el siguiente en bucle cerrado.

El grafico Al2 ilustra los resultados obtenidos al simular con este modelo el
comportamiento de la economia en 1981. La comparacién con los datos provi-
sionales disponibles muestra las discrepancias, que como cabia esperar por la
simplicidad del modelo son importantes. Sin embargo, ya hemos dicho que
nuestro objetivo era simplemente ilustrar los resultados de la Teoria del Control
enunciados en el epigrafe anterior.

Para analizar la estabilidad del sistema basta con conocer los autovalores de la
matriz del sistema homogéneo asociado. Como el sistema homogéneo es:

Bk + 1) _ ] B(k)
rYe+ 0T T \rK
y 4 = 1 es un autovalor doble de la matriz 4 = I con dos autovectores

linealmente independientes, el sistema es marginalmente estable y las perturba-
ciones no se amortiguaran a largo plazo.

Controlar en bucle abierto el sistema:

Bk + 1) _ I B(k) + B Ary (k)

Y+ 1f 71K AD(k)
de forma que la solucidn siga una trayectoria deseada xq(k), requiere calcular el
control {iggg} como funcién de dicha trayectoria y de los parametros del
B(0)(1 ~ 6)*
Y

sistema. Si xo(k) = { (0)(1 + By)*

} es la trayectoria deseada, para la cual se
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amortigua B{k) a una tasa 0z v crece Yk} a una tasa 8y, el control en bucle
abierto debera ser de la forma:

alk) = Ary(k)]  fell — 85 + o1 + By)*
O Z A S T Ll = Bk + il + Gy

Este vector ug{k) debe cumplir

Bk 0)(1 — 8,)* B(0) ,
£) < k-1
{I’{k)} {1’;0; 1+ 8yt } {no} B[u(0) + - + ufk = 1]

de donde identificando los términos en {1 — )% y (1 + 6y)* se calculan las
constantes ¢, ¢, ¢3, €4 ¥ Obtenemos que:

. Ary (k) [ —Bi018s(1 — 85" 0
k) = j = B! VB .
gk} {Ang)} [ T(0)8y(1 + 6y)

0
Oy < 1}

{0 )
by )

//\ //\

que transforma x4(k) en una senda de equilibrio para la cual, si x(k) = x(£)
para un cierto &, permanece x(k + [} = xo{k + {) VI > 0 siempre que no se
produzcan perturbaciones externas al sistema.

En el grafico Al13 se aprecia el efecto del control en bucle abierto en ausencia
de perturbaciones para una senda de equilibrio con 85 = 0,99 y 6y = 0,10 que
representa el equilibrio de Financiacién para una tasa de crecimiento de la
economia del 10 por 100 anual.

La senda de equilibrio obtenida mediante control en bucle abierto es marginal-
mente estable, lo que representa que las perturbaciones no se amortiguan a
largo plazo, como muestra el grafico Al4 obtenido introduciendo una pertur-
bacién (AY(0) = —1.000) en la condicién inicial.

En la grafica de Y'(k) (grafico Al4, apartado &), la linea continua representa la
trayectoria perturbada y la linea de puntos de trayectoria original sin pertur-
bar. Observamos que crecen paralelamente manteniéndose indefinidamente la
perturbacién inicial.

b) CONTROL EN BUCLE CERRADO CON RETARDO EN LA OBSERVAGION

Si transformamos el sistema haciendo uso del observador

z(k + 1) = (I = E)z(k) + Bu(k) + (I — E)Ey(k)
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junto con el control en bucle cerrado proporcional al error aproximado &(k)

(K. 0JE(k) = KLb(k) — xo(k)]
2(k) + Ey(k)

u ()
w(k)

I

cuando las matrices del observador y del control son respectivamente

s [ 0 o _ [~001177 —0,001892
“lo | ¥ T 49276 0,5192

obtenemos el sistema controlado que es asintdticamente estable puesto que los

. . L
autovalores de la matriz de este sistema son 4 = 3 cuadruple.

Notese que es preciso imponer en el observador las condiciones iniciales adecua-
das para que siga correctamente al sistema que es asintoticamente estable.

Si la trayectoria deseada es

[BO)(1 — 6
folh) = {nom N 9Y>"}

con B = 0,99 y 8y = 0,10, podemos transformar el sistema controlado en
bucle abierto, marginalmente estable, para el cual x,(k) era una trayectoria de
equilibrio, en un sisterma asintéticamente estable con la misma trayectoria de
equilibrio, combinando el control en bucle abierto y en bucle cerrado:

u(k) = uo(k) + K{b(k) — xo(k))

siendo uy(k) el control calculado en bucle abierto para obtener una trayectoria
de equilibrio xq (k). Si x(k) = xo(k), sera £(k) = 0y u(k) = uy(k) que proporcio-
na la trayectoria de equilibrio xo(k). Si x(k) # xo(k), €(k) # O y el control
actuaria para anular el error.

En el grafico A15 se aprecia como el sistema controlado sigue la trayectoria de
equilibrio

0
folf) = {T(O)(l,l)"}

amortiguandose la perturbacién en ¥(0) a largo plazo, ya que el sistema
homogéneo es asintéticamente estable (grafico A16).

En resumen, la estimacién de este modelo macroeconémico nos ha permitido
ilustrar los resultados fundamentales de la Teoria del Control. A partir de los
datos de la economia espafiola se han analizado sus caracteristicas de estabili-
dad, controlabilidad y observabilidad y desarrollado procedimientos de control
en bucle abierto y cerrado.
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Dado que el modelo estudiado no es controlable por una tnica variable instru-
mento, en el segundo epigrafe no sélo se recogen los resultados conocidos de la
Teoria del Control aplicables a sistemas de entrada tnica sino que, haciendo
uso del concepto de forma normal natural, se han generalizado los Teoremas de
Colocacién y Separacidn. Estas generalizaciones permiten un estudio mds com-
pleto del modelo objeto de analisis.

Apéndice

a) VARIABLE DISCRETA

S —————— ———————-d

ESTRUCTURA  MATRIZ DEL ESTRUCTURA
DE ENTRADA SISTEMA DE SALIDA

a) VARIABLE CONTINUA

x(t)

r———""" "'""""'"'"""""""'""!
l
|

u(t) ! y(t)
|
i

|
l
S

ESTRUCTURA MATRIZ DEL ESTRUCTURA
DE ENTRADA SISTEMA DE SALIDA

Gréafico Al. Sistemas lineales de coeficientes ctes. expandidos.
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a) RESPUESTA AL IMPULSO UNIDAD

x (k)

N —a
w9

Cl

?e 0 01234 K
7

=]

b) SUPERPOSICION DE LOS EFECTOS

~

1
| | i,
15 15 .
15
" ‘l.Su:'S‘li ;
01234 l k) X I“I a
] ﬁ k u( ) K>
u’iiﬁu
K
15
|1.5u
k)J

Gréfico A2. Superposicién de las entradas al sistema {caso de entrada tinica, sistema
de orden 1, variable discreta).
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SISTEMA EXPANDIDO

[e———————— -__;_____1
| i
ul 1 v
CONTROL i B | A Ran c ——o=
|
] 1
S|
ESTRUCTURA MATRIZ DEL ESTRUCTURA
DE ENTRADA SISTEMA DE SALIDA
Grafico A3. Control en bucle abierto.
{..._____...._.___.._.._...__1'
T X I v
Bt B A - c o
1 |
! I
L e e et e e e e e e e e ]
{...___.................___ -1
|
i X |
l K ‘ E "l -t
i
! |
U |

CONTROL OBSERVADOR
X— APROXIMACION DE LAS VARIABLES.DE ESTADO

Grifico A4. Control en bucle (realimentacién).
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u(k)l

SISTEMA
x(k+1)=Ax(k)+Bu(k)
y(k)=Cx(k)

(orden n)

u(k)

INVESTIGACIONES ECONOMICAS

u(k)l

Grifico A6. Observador de orden reducido.

COMPAREDR  waTRiz 0E o
I 1 AJUSTE o oeL L)
yio 1+ E gk SISTEMA '
1 "Z_gkazhl-\z(kh?(k)t yik
-] F(k)=Cz{k)
Y (k) (orden n)
Griafico A5. Observador identidad.
p salidas
{. independientes
SISTEMA OBSERVADOR | ~
e orDen n | Y _loe oroeNn.p | WK
wk), y (k)
y (k)
CONTROL -
w (k)
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Ar (K)

AD(K)

b+ 3yBy Y

-p7y

-nBy

123

SISTEMA MARGINALMENTE ESTABLE

SISTEMA ASINTOTICAMENTE ESTABLE

| RETARDO EN LA

Griéfico A7.

1 OBSERVACION

o = e o —

S 0 0. 0. 8 K

sle

Modelo de McFadden.
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SISTEMA ORIGINAL

u(k) SISTEMA y (k)
Em—— x (k) —

SISTEMA CONTROLADO EN BUCLE ABIERTO

u (k) SISTEMA y (k)
CONTROL x (k) e

SISTEMA CONTROLADO EN BUCLE CERRADO

u (k) SlS'{EMA y (k)

P |

%)

[
|
H Ke oo - ——
i
L

Grafico A8. Tipos de control.
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x (k)
5o SISTEMA
x (k)
+
K 1
C e Xo(k)

Grafico A9. Control en bucle cerrado proporcional al error.

B——»] SISTEMA x (k) .
Ty e -
Ky €{k)

k)

T € X

k=0
* i
€ (k)

A€(k)
*
K3 {4

Grafico A10. Control proporcional-integral-diferencial.

u(k) x (k)
ug (k) SISTEMA >
x (k)
N
K ‘ Xq (k)
c E(0 - 0

Grafico All. Control combinado.
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Abstract

State Space Control Theory and applications to the Spanish Economy are involved in
this paper.

Firstly, a summary is presented of the most recently developped Control Theory, jointly
with the modified proofs of some classical theorems, based on the conceptual framework
of matrix eigenvalue associated to a linear application invariant subspace. Due to the
multiinput structure of the model we choose to illustrate the application of Gontrol
Theory, a generalization of the eigenvalue placement and separation theorems is perfor-
med for a multiple input system with a reduced order observer, taking into account the
definition of the natural normal form of a square matrix.

Secondly, a McFadden’s proposed macroeconomic model is fitted to real data from the
Spanish economy, showing possible economic applications of Control Theory. Several
modifications should be considered in order to make meaningful the economic policies
based on the model.
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