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PROBLEMAS PRACTICOS EN EL TRATAMIENTO
ECONOMETRICO DE DATOS «CROSS-SECTION»

Ignacio MAULEON *
Banco de Espafia

Este trabajo pretende ser un resumen de métodos disponibles para tratar datos en panel, de utilidad
para el investigador aplicado. El énfasis se ha puesto en la aplicabilidad de los modelos y se presentan
una amplia gama de técnicas (modelos de efectos fijos y aleatorios, modelos con variables dependientes
cualitativas y truncadas, aplicaciones de métodos no paramétricos y andlisis de varianza).

1. Introduccién

Este trabajo estd concebido como una guia de apoyo para el investigador
aplicado cuyo material son observaciones de corte transversal o en panel, y que
no es un especialista en este tipo de econometria. La motivacién del trabajo
reside en la ausencia de literatura similar sobre este tema, ficilmente accesible,
y al interés que recientemente se ha despertado por ella, debido a la abundante
disponibilidad de este tipo de datos.

La primera parte del trabajo, presenta una revisién de los tipos de modelos que
se pueden aplicar a datos en panel. La presentacién se divide en tres partes: a)
modelos de efectos fijos y aleatorios, 4) modelos con variables dependientes
cualitativas (probit, logit), ¢) modelos con variables dependientes truncadas
(tobit). El énfasis se pone siempre en la aplicabilidad de los modelos, y asi la
mayor parte o la totalidad de las demostraciones se omiten, a la vez que se
incluyen las referencias especializadas sobre el particular. Lo que si se ha
intentado, es explicar el sentido e importancia practica de los diferentes resulta-
dos tedricos (por ejemplo, propiedades de convergencia de algoritmos, etc...).
Como la aplicabilidad de los modelos muchas veces no es inmediata, se presen-
tan también métodos sencillos de aplicacién (por ejemplo, transformaciones
para los modelos de efectos aleatorios).

La segunda parte, se centra en analizar problemas comtinmente encontrados en
la formulacién y especificacién de los modelos. Especial hincapié se pone en la
contrastacién de modelos, como método para su validacién. Una bateria am-
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plia de contrastes se presenta y explica, a la vez que se exponen expresiones
sencillas para calcularlos. Algunos problemas comunes en ¢l analisis de este tipo
de datos, también se discuten en esta seccidbn (por ejemplo, ajustes bajos,
seleccion de indicadores, medicién de las variables por cocientes, etc...).

En general, ningiin investigador aplicado estid dispuesto a emplear tiempo, en
escribir programas especificos para la aplicacién de ciertos métodos. Por eso,
para que los métodos se apliquen suele ser necesario disponer de programas
estandarizados. La tltima seccién da una breve descripcion de algunos de ellos,
que disponen de varias de las opciones presentadas en la seccién I. También se
incluyen las respectivas direcciones comerciales, para facilitar el acceso a dichos
programas.

2. Modelos

Las técnicas utilizadas cominmente en anélisis de datos de corte transversal o
de panel, son las tradicionales del analisis multivariante: anéalisis de varianza,
correlacién candnica, analisis factorial y de componentes principales, y analisis
discriminante, principalmente. Sin embargo, en la literatura econométrica se
han desarrollado recientemente una serie de métodos, que en gran parte basa-
dos en los tradicionales de analisis multivariante, proporcionan un tratamiento
mas sofisticado de los datos. Mas concretamente, estos métodos son: a) analisis
de datos en panel; ) tratamiento de variables cualitativas, y truncadas. El
primero es en cierto modo una extension del analisis de varianza al caso en que
haya otras variables explicativas medidas cardinalmente, y que el namero de
observaciones por casilla sea una. El segundo es un substituto al analisis discri-
minante, que permite evaluar la proximidad de un individuo a un grupo en
términos de probabilidad. Ademas, el tratamiento de los datos se encuadra
dentro del marco del anlisis maximo verosimil, lo que permite la aplicacién
inmediata de todo el aparato estadistico asociado a este enfoque. El tratamiento
de las truncaciones, es relativamente nuevo, y requiere, como era de esperar,
una técnica mas compleja. Sin embargo, casos sencillos pueden ser aplicados
con resultados positivos.

Esta seccién va a estar dedicada a una presentacién de estos dos métodos o
técnicas, desde el punto de vista del usuario no especialista. El énfasis se pondra
en cémo aplicar las técnicas, omitiendo en lo posible las demostraciones.

2.1.  Métodos para datos en panel

La situacién tipica en este caso, es un grupo de variables observadas para varios
individuos a lo largo del tiempo. Se suele suponer que el modelo basico de
comportamiento es comun a todos los individuos a lo largo del tiempo. Esto
puede escribirse como sigue

Yo =Xy B+e i=1.,N

1
t=1,.., T [1]
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La ventaja de hacer este supuesto, es obviamente, que al disponer de un gran
nimero de observaciones con pardmetros comunes B, éstos pueden estimarse
maés eficientemente. Para aliviar algo la rigidez de este supuesto se suele permi-
tir cierta variabilidad entre las observaciones. Hay dos métodos basicos de
introducir esta variabilidad. Uno de ellos supone que la constante de cada
ecuacién varia para cada individuo y para cada unidad de tiempo de modo
que,

& = 'Y + ey [2]

siendo ‘z;,’ el vector de variables artificiales (dummies) apropiadas. El término
‘e;; es un error de media cero, homocedastico e incorrelacionado serialmente y
para diferentes individuos. (Modelo de efectos fijos (EF)). El segundo método,
supone que las diferencias entre las observaciones individuales son realizaciones
de variables aleatorias (modelo de efectos aleatorios (EA)). En este caso tendria-
mos lo siguiente,

& = U + U + Wy [3]

donde (x, v, ) son errores aleatorios que cumplen las siguientes caracteristicas

Eui = Ev, = Ewi, =0

6 i=3
Euu;) = Ou )
6 t=3s
E(vt”s) = {0 [ # s

6 i=74 t=35

E (witsz) = {0

todos los demas casos
E(up,) = E(uiwjt) = E(vwy) = 0
(para todo i, 4, ¢, $) [4]

Estos son los dos modelos basicos, de los que pueden obtenerse modelos més
sencillos, suponiendo que alguno de los efectos se anula, o mixtos, combinando
efectos fijos y aleatorios. En primer lugar, es conveniente presentar una tipolo-
gia completa de posibles casos, y cémo se pueden aplicar. La discusién sobre la
conveniencia de adoptar un enfoque u otro se relega al final de la seccién.

En principio, no hay problema teérico especial para aplicar estos modelos. En
el caso de efectos fijos basta con definir las matrices de variables artificiales, y en
el de efectos aleatorios la matriz de covarianzas de ‘¢’ para aplicar minimos
cuadrados generalizado (MCG). Sin embargo, pocos programas econométricos
en el mercado incorporan como una opcién més estos métodos. Ademas, supon-
gamos que N = 500, T = 2, un caso muy plausible con datos en panel.
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Entonces, la matriz de covarianzas de ‘¢’ tendria un millén de elementos, y el
orden de operaciones requeridas para invertirla seria (dimensién)® = 10°, o sea
mil millones. Si pensamos en un estimador iterado, el coste empieza a ser
considerable, incluso para ordenadores eficientes. Por otra parte, una matriz de
un millén de elementos, es problematica para su tratamiento en algunos len-
guajes. (Por ejemplo, alguna versién de Fortran sélo admite matrices de menos
de 100.000 elementos.)

Afortunadamente, la estructura de las matrices relevantes es muy simple, lo que
permite aplicar estos métodos estimando por minimos cuadrados ordinarios
(MCO) el modelo con los datos obtenidos después de una transformacién
sencilla.

Para ello en primer lugar introducimos la siguiente notacion:
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Las transformaciones son las siguientes.

a) Erecros Fijos
Si hay dnicamente efectos individuales la transformacién es,

i =10 -1 (6]

1

y similarmente para Xj,. A los datos transformados (¥'*, X¥) se les aplica un
procedimiento de regresién minimo cuadratica estandar.

Si Gnicamente hay efectos temporales la transformacién es,
+
Yi =1, - 1, 7]
Si hay efectos individuales y temporales la transformacién es la siguiente:

Ti:-=yit"‘yi_"rt+y:- [8]
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Para interpretar mejor esta transformacién podemos escribirla del siguiente
modo,

Yo -t - Y+ V.= -1)- (L -Y)-(Y,-T)

es decir, que los datos transformados se obtienen restando a la observacién
individual, la media de grupo individual y la media temporal, estando a su vez
todas las observaciones y medias de grupo medidas como desviaciones de sus
medias respectivas.

Si se desea estimar los efectos individuales y temporales, es decir el vector ‘y’ de
[2], se puede llevar a cabo sencillamente, utilizando los resultados de la regre-
sién particionada (véase Apéndice 1).

b) EFECTOS ALEATORIOS

— Transformaciones

Si hay dnicamente efectos individuales la transformacién es la siguiente,

Kt+ = 1’;1 - d)]’;

6 =1 — of(od + To?)P (1]

y similarmente para los regresores. A continuacién puede aplicarse MCO a los
datos asi transformados y todos los estadisticos usuales son validos.

Si los efectos son sélo temporales, la transformacién anéloga es,

T;:- = Yiz_ ¢Tt

¢ =1— o,/(c2 + No2)'? (i

Si los efectos son temporales e individuales, la transformacion es la siguiente,

I;:' =Y, —al; — bY, + ¥,

a=1-0,/(c3 + To2)'?
b =1~ 0,/(c% + Ne2)'/?
NT: 1
¢ = (—7’)3) =+ a) =5 (1 + AT + M) + (6 +a) - 3

Y1 = 0z/(6% + To}f)

It

Y, = 0;/(6% + NoZ)
Ys = (1172)[(203 + No? + Tol)/(cl + Noi + To;)] [12]
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El método de obtencidn de esta transformacién se indica en el Apéndice 1. (Un
caso mas sencillo estd derivado de Johnston.)

Una situacién interesante se produce cuando unos efectos son fijos y otros
aleatorios. En general, se suele tomar como efectos aleatorios los individuales
para economizar en el nimero de parametros estimado. En este caso, puede
demostrarse que la transformaciéon adecuada es,

i =Y - I, - (KT)Y, [13]
donde ‘%’ esta definido por la siguiente recursion,

b =1~ 0} + Tod)'"

1 o(¢ - 2)

§E5T g - 1)2

h=(9|T) +¢g— ¢g
k=h+g— hgT

La derivacién de estas expresiones es algo mas delicada que en el caso anterior,
pero en todo caso no se requiere ningin argumento especialmente nuevo.

— Estimacion de las varianzas

Cuando los efectos son aleatorios, las varianzas 62, o2, o2 son por lo general

desconocidas. El método a aplicar entonces es el de MCG factibles, es decir,
estimar consistentemente las varianzas en un primer paso, para aplicar MCG
con estas estimaciones en una segunda etapa. (Podemos notar que en el caso de
efectos mixtos, lo adecuado seria aplicar la transformacién [7] en primer lugar,
antes de realizar la primera regresién). El tinico problema pendiente es enton-
ces el de definir los estimadores de las varianzas a partir de los errores. Para
ello, a continuacién se presentan las varianzas derivadas del enfoque de «anali-
sis de varianza» (véase, por ejemplo, Scheffé (1959)). Empezando por el caso

més general, consideremos las siguientes medias, definidas analogamente a 1;,
Y, (vease [5]).

&y = U + U+ Wy

&, = U + U + wy

™
N
Ii
S

Lt u t+ w,
e, =u + v + w, [15]

Para obtener una estimacién de o2, observamos que

8:": =8 — & — &t & = wy —wy — W, +w, = w; [16]
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Utilizando ahora la matriz A del Apéndice 1,

Z Elg;)?
i

il

EeHe;

I

Elw Hw)
oitrH

2T — )N = 1) [17]

]

de modo que un estimador insesgado de 62 sera,

+18+

62 = 1
oo el

Substituyendo ¢* por su estimacién, obtenemos en [18] una estimacién consis-
tente. El factor de correccion en este caso es mejor substituirlo por (N — 1)(T
— 1) — K) siendo K la dimensién de ‘B’ (el niimero de parametros estimados).

Similarmente obtenemos

g e =y t+w —(u+w)=aq

Baa/(N - 1)) = 62 + 6T [19]

de modo que a partir de 62 y utilizando esta expresién (sin esperanzas)
obtenemos el estimador de 7. Es importante sefialar que no estd garantizado
que 62 > 0. En la préctica cuando 62 < 0, se suele tomar ¢2 = 0. Si sélo hay
efectos individuales, esto es equivalente a aplicar MCO vy el resultado es
probable que sea pobre con lo que se concluye que los efectos son fijos. Sin
embargo, es tipico en los estudios empiricos que el R? sea muy bajo, o en otras
palabras que ¢? sea alto. Entonces, es probable que se presente este problema,
pero la causa mas verosimil es que haya variables omitidas, mas especifica-
mente retrasos de todas las variables. En otras palabras, la falta de retrasos
entre Jos regresores en modelos estaticos, es la causa probable de que los ajustes
sean bajos ¢2 alta en consecuencia y 62 < 0, de modo que el modelo de efectos
aleatorios no sea aplicable.

Para estimar o2, utilizamos la expresién analoga a [19],
g, — . =u +w,— {0+ w)=b
E@D)(J ~ 1) = of + aa/N [20]

Si inicamente uno de los efectos esta presente, por ejemplo el individual, las
expresiones equivalentes a [15] son ahora las siguientes:

& = U + Wy

&
It

u; + w;

L= Ut [21]

™
]
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Notamos ahora que,

& — & = Wy — Wy = Oy

HealMT - 1)) = o2 221

expresion esta ultima que sirve de base para formular un estimador consistente
para g2 en este caso, de forma anéloga a la expresién [18]. Para obtener un
estimador de o2, procedemos del siguiente modo:

g — &, =+ wy — (u +w) =0

E(bb)(N — 1)) = 02 + o2|T [23]

y a partir de esta dltima expresién obtenemos un estimador de 67, dado el
estimador de gZ. Como antes, puede ser mas correcto corregir las expresiones
por el niimero de parametros estimado en B (véase parrafo posterior a [18]).

¢) ELEcciON DE MODELO

Una decisién importante en la investigacidn empirica es cual de los dos modelos
elegir. La respuesta no es simple, y como casi siempre en econometria aplicada,
es una cuestién fundamentalmente practica, que debe ser dejada al juicio del
investigador. Sin embargo, hay algunos criterios basicos por los que guiarse.

En primer lugar, podemos adoptar el enfoque clasico del analisis de varianza.
Segiin este enfoque, el modelo de efectos aleatorios es adecuado cuando las
observaciones son una muestra aleatoria de una posible poblacién de indivi-
duos. Por ejemplo, supongamos que tratamos de medir la diferente sensibilidad
hacia la exportacién de diferentes sectores industriales. Sj analizamos solamente
una muestra de los sectores, seria ldgico aplicar el modelo de efectos aleatorios,
ya que por medio de la muestra tratamos de medir el efecto general, mientras
que si analizamos todos, €l modelo apropiado seria el de efectos fijos. Sin
embargo, podemos considerar siempre que el andlisis es condicional a la mues-
tra realizada en el caso de que la muestra seleccionada sea mas restringida que
la poblacién. Entonces el enfoque de efectos fijos seria apropiado. Si se desea
extender las conclusiones a toda la poblacién, entonces el enfoque correcto es el
de efectos aleatorios (Mundlak).

Otro problema se plantea en relacién a la pertenencia o no a los regresores de
retrasos de la variable dependiente. Si los regresores no son estocasticos, puede
demostrarse que el modelo de efectos fijos da siempre estimadores insesgados de
‘B’, ya sea el modelo subyacente de efectos fijos o aleatorios (Wallace y Hussain
(1969)). Ademas, también puede demostrarse que cuando (7, N) — o0, los
estimadores de variables artificiales y de MCG coinciden. Por otra parte, el
estimador de efectos aleatorios (MCG) da estimadores sesgados si el verdadero
es de efectos fijos. Si uno o mas retrasos de la variable dependiente pertenece a

los regresores el andlisis es algo mas complejo. Puede demostrarse que el
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estimador de variables artificiales da sesgos (Balcstra, Nerlove ( 1968)). Este
sesgo es de orden (1/7T) (véase Apéndice 2) de modo que para T pequefio, que
es lo usual con datos en panel, puede ser considerable. Una solucién si los
efectos son aleatorios, se puede obtener con un estimador de dos etapas. En la
primera, se estima por variables instrumentales el modelo

Yi = aly-y + X' B + &
i

[24]

i

u + wy

utilizando como instrumentos para ¥; ,_;, una seleccién de retrasos de X, ya
que podemos escribir por substitucién recursiva y siempre que el modelo sea
estable (o] < 1),

E(Yy) = X’ B + 0X,_,B + 0*X,_,B + - [25]

Con las estimaciones de (¢ y B) se estima &, y su matriz de covarianzas, para
aplicar en un segundo paso, el estimador de MCG.

Sin embargo, hay que resaltar el hecho de que este estimador también da
sesgos, que son ademas de orden (1/\/7) (véase Apéndice 2), es decir, de mayor
orden que los proporcionados por el estimador de efectos fijos. No obstante, la
matriz de covarianzas de este estimador para 7 pequefio es probable que sea
mucho menor, de modo que en conjunto, el error cuadratico medio del estima-
dor descrito en ([24], [25]), sea menor que el del estimador de efectos fijos.
Para resumir, podemos decir que en el caso de que los retrasos de la variable
dependiente no pertenezcan a los regresores, es mas robusto el estimador de
efectos fijos, y probablemente es preferible de acuerdo a este criterio. Si el
modelo es dindmico de tipo autorregresivo, y los efectos individuales son aleato-
rios, es probable que el estimador de dos etapas que combina variables instru-
mentales y MCG sea mejor, en la medida en que es probable que su error
cuadratico medio sea menor.

Otro criterio, trivial pero no menos importante, es simplemente el de seleccio-
nar el modelo que conduzca a resultados mas plausibles o interpretables. Esto
es especialmente asi en este caso, dada la diversidad de criterios para elegir un
modelo u otro. De todas formas ya se ha advertido anteriormente (véase
parrafo inmediatamente posterior a [197]), que es tipico el fallo del modelo de
efectos aleatorios debido a la omisién de variables, lo que causa un R? muy
bajo.

Un criterio importante en la eleccién, es también el de la preferencia siempre,
manteniendo el resto de condiciones iguales, del modelo de menos parametros.
Un modelo de menos pardmetros es mas eficiente si las restricciones impuestas
por comparacién a otro mas general son ciertas. Y si son falsas, en gran ntimero
de ocasiones, proporciona errores cuadriticos medios menores. Dado que en
modelos de datos en panel, lo tipico es que T sea pequefio y JV alto, utilizar el
modelo de efectos aleatorios elimina la necesidad de estimar (N — 1) constantes
individuales. Ademaés, estas constantes se estiman con bastante imprecisién



50 INVESTIGACIONES ECONOMICAS

dado el tamafio de 7. Por ejemplo, si T = 2, N = 500, introducir 500
constantes individuales, reduce el nimero de observaciones efectivas para esti-
mar el vector B, de 1.000, a 500, es decir, la mitad. Ademas, si la seleccién de
variables es apropiada, el ajuste no tiene porqué ser bajo, y el modelo de efectos
aleatorios, ademas de dar resultados aceptables (¢2 > 0), proporciona una
estimacién mucho mas eficiente del vector ‘B’ y en general de todo el modelo.

d) UN EJEMPLO ILUSTRATIVO

Puede ser ilustrativo finalizar esta discusién con el examen de una situacién
tipica. En general, podemos suponer que 7 serd pequefio (< 10), y N bastante
alto. Lo natural es que haya retrasos de la variable dependiente entre los
regresores, pues las relaciones econémicas son dindmicas. Para economizar en
la estimacién de parametros, se puede suponer que los efectos individuales son
aleatorios, y los temporales fijos (7 «dummies»). Los pasos a seguir para
estimar este modelo son los dos siguientes:

1. Estimar el modelo original por variables instrumentales, utilizando como
instrumentos para los retrasos de la variable dependiente, retrasos de las
variables exdgenas. Con la estimacion consistente de los errores, estimar su
matriz de covarianzas.

2. Aplicar el estimador de minimos cuadrados generalizados, utilizando la
transformacién apropiada de los datos dada en [13] y [14]. Las varianzas
02, 62 se substituyen por las estimaciones obtenidas en el paso anterior.

e) OTROs PROBLEMAS DE INTERES

Para finalizar la discusién de los modelos para datos en panel, se comentan a
continuacién algunos topicos de interés no discutidos anteriormente, y que son
a) aplicaciones del analisis de covarianzas; b) diferenciacién del modelo; ¢)
estimacién por maxima verosimilitud.

En muchas ocasiones puede ser interesante considerar efectos de grupo, mas
que individuales, pero clasificando a las observaciones de acuerdo a varios
criterios (véase, por ejemplo, Martinez Mongay, 1986). Por ejemplo, podemos
considerar varios criterios dicotémicos para clasificar empresas como son expor-
ta-no exporta, invierte en / y D o no, s6lo una planta o mas, etc. Entonces,
puede ser interesante realizar un andlisis de efectos al estilo del analisis de
varianza (en este caso, cuando hay otros regresores aparte de las constantes, se

suele denominar a este andlisis de «covarianza», pero esta denominacién es
arbitraria).

Para simplificar vamos a suponer que sélo hay dos criterios de clasificacion,
cada uno de ellos con varias categorias. Esto da una clasificacién cruzada de
(L7) casillas, siendo [ y ¥ el namero de categorias respectivamente en cada
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criterio. Vamos a denominar m;; a la media de cada casilla después de eliminar
el efecto de otras variables exdgenas. Es decir, el modelo seria

Yip = XippB + my + &y [26]
El analisis de varianza, permite ahora descomponer el efecto total ‘m;;" de los

dos factores, en contribuciones individuales y un efecto de interaccién. Mas
concretamente podemos escribir,

my = my + m; + (my; — my — my)
donde
m-j = mij m
m; = m —m

I
m = (-Z mi.)/l [27]

Es decir, en [27] el efecto total lo descomponemos en los efectos individuales
{m;, m ;) y un tercer efecto de caracter multiplicativo en el sentido.de que no se
reduce a la suma de los individuales, o en otras palabras, es un efecto interac-
tivo. En [27] todos los efectos estin medidos en desviaciones sobre las medias.
Si escribimos la expresiéon en funcién de expresiones no centradas tenemos,

my=m+m + m;+ (m; —m — m; + m)
(28]
=0+ 0, +0;+6;
y asi, hemos descompuesto el efecto total ‘m;;’, en un efecto general 8, dos
efectos de grupo (6, 6 ;) y un efecto debido a la interaccién ;. Si se introducen
mas variables se pueden analizar efectos interactivos mas complicados, pero el
andlisis pierde algo de su interés por la dificultad de interpretacién. No obstan-
te, aun cuando haya mads criterios, el andlisis de efectos interactivos de primer
orden puede permitir interpretaciones interesantes. En el analisis tradicional de
varianza, la descomposicién de [28] conduce a estimaciones y contrastes muy
sencillos que pueden llevarse a cabo manualmente (de ahi deriva probable-
mente su popularidad en la época anterior a los ordenadores). En el modelo
[26], los estimadores minimo cuadraticos de my; estaran dados por

hyy = ; (Yiyp — Xijy'B)[m; [29]

siendo n;; el nimero de observaciones en la categoria correspondiente, v B el
estimador minimo cuadratico de B. Los estimadores de (6, 0;, 6. j» 0;) pueden
obtenerse ahora substituyendo estos estimadores en las expresiones [27] y [28].
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Para hacer contrastes de hipétesis, observamos que las §’s son combinaciones
lineales de los myj, asi que basta con aplicar resultados elementales de regresién.
Por ejemplo, la varianza de m; estarad dada por,

Vi) = (¢Z(my;)e)| 7 [30]

donde ‘¢’ es un vector de unos y Z(m;;) la matriz de covarianzas del vector (m;,
M5 «ees miJ)'

Es indudable que este tipo de anilisis permite una descomposicién muy infor-
mativa de las constantes de cada ecuacién. Este tipo de anilisis puede ser
especialmente til cuando 7T = 1, de modo que no sea posible introducir
efectos individuales diferentes para cada una de las observaciones.

Cuando hay efectos individuales constantes, y T > 1, una técnica que se ha
sugerido en ocasiones para estimar el modelo es diferenciarlo. Es decir, supo-
niendo que el modelo inicial es

Yit =% + th‘B + & [31]
diferenciando obtenemos,

AY, = AX; B + Asgy [32]

de modo que los efectos individuales desaparecen. La matriz de covarianzas de
los errores no es diagonal, pero los estimadores MCO son consistentes al menos.

Si hay retrasos de la variable dependiente entre los regresores, el estimador
MCO no es consistente, pero siempre se puede aplicar MCG. De todas formas
este método requiere invertir la matriz de covarianzas de ‘¢’, y dadas las
dimensiones de este vector, esto puede ser problematico (véase parrafo posterior

a [4]).

El 4ltimo punto que queda por comentar, es el de la estimacién del modelo por
métodos de maxima verosimilitud. En el caso del modelo de efectos aleatorios
Maddala (1971) demuestra que hay varios 6ptimos locales. En el caso de
modelos dindmicos Anderson y Hsiao (1982) obtienen entre otros resultados,
que el estimador de maxima verosimilitud no es consistente en casos en que los
estimadores convencionales de efectos fijos y aleatorios lo son. Por otra parte,
los programas economeétricos existentes en el mercado no incorporan esta posi-
bilidad como una opcién rutinaria. Por todo ello, desde el punto de vista
aplicado, parece aconsejable descartar el estimador maximo verosimil (sin per-

Jjuicio de que cuando (N, T) — o0, sea equivalente a los estimadores convencio-
nales discutidos en esta secci6n).

2.2.  Modelos para variables dependientes cualitativas y truncadas

El tratamiento tradicional de los modelos de variables cualitativas es el analisis
discriminante. Este tipo de andlisis, basicamente estd dirigido a encontrar la
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combinacién lineal de variables, que mejor discrimine entre los individuos de
dos o mas grupos. Dada esta combinacién, un individuo cualquiera cuya
procedencia se ignora, puede adscribirse a un grupo o a otro segiin la proximi-
dad del valor de la mencionada combinacién a los valores del grupo. Es decir,
si ocurre que

A (e — %) < A% — %)l [33]

se concluye que el individuo ‘2’ proviene del grupo ‘I’ (;t es la combinacién
discriminante, ‘x° un vector de ‘£’ variables (X, ¥,) las medias de estos vectores
en los grupos 1y 2, y x; el vector de observaciones para el individuo ?).

Este tipo de analisis es discontinuo, y relativamente «ad-hoc». Un tratamiento
mas interesante de este problema lo proporciona la estimacién econométrica de
la probabilidad de pertenencia a un grupo o a otro.

Respecto al analisis de modelos truncados, es relativamente nuevo, y no hay
modelos equiparables fuera de la literatura econométrica.

La aplicabilidad de este tipo de modelos es enorme, especialmente en datos
transversales y de panel. Por ejemplo, podemos pensar en los determinantes de
la probabilidad de que una empresa exporte o no (Maravall ez, al (1986, Alonso
(1986)) o en los determinantes de la probabilidad de que una empresa decida
aumentar, disminuir o dejar igual su produccién (Bergés (1986b)), € incluso el
andlisis puede ser aplicado a la estimacién de las probabilidades de transicién
en una cadena de Markov (Pérez Gorostegui ( 1986)). Podemos también pensar
en analizar los determinantes de que una empresa decida exportar o no, y si
decide exportar cuidnto (andlisis de variables truncadas). Para modelos discre-
tos, y en lugar de un andlisis truncado, puede aplicarse un anilisis similar
basado en la distribucién de Poisson. Por ejemplo, podemos estudiar los deter-
minantes del nimero de patentes registradas por una empresa determinada.

Esta seccién va a dedicarse a la presentacién, en primer lugar, de los modelos
para variables dependientes cualitativas. En segundo lugar, se discutiran los
modelos para variables truncadas.

a) MODELOS DE RESPUESTA CUALITATIVA

El problema bésico que tratan de resolver los modelos de respuesta cualitativa
es determinar una funcién de clertas variables que permitan atribuir la perte-
nencia de un individuo a un grupo. El tratamiento del analisis discriminante
(4D) ya ha sido mencionado en la introduccién a esta seccién. El enfoque
econométrico, consiste en tratar de especificar los determinantes de la probabi-
- lidad de pertenencia a un grupo u otro. Ademas, el problema se plantea dentro
del enfoque méximo verosimil lo que se traduce en las propiedades de optimali-
dad usuales, y en que el contraste de hipétesis y estimacién de modelos puede
llevarse a cabo con facilidad aplicando resultados generales de maxima verosi-
militud.



54 INVESTIGACIONES ECONOMICAS

— Modelos dicotémicos

Para motivar el analisis posterior, es util comenzar por la solucién de regresion.
Para ello, supongamos que una variable ‘?;’ puede tomar dos valores (1, 0) que
representan la pertenencia a dos grupos (por ejemplo, exporta o no exporta),

con probabilidades respectivas p; (1 — p;). Si suponemos que p; = xiB, podemos
escribir,

Y, =xB + oy [34]

donde, Eu; = 0, V() = p;(1 — p;). Los coeficientes de B, puede estimarse
ahora por MCO, o por MCG en dos etapas, y esta es una solucién rapida y
sencilla del problema (muy popular en los afios sesenta). Sin embargo, una
dificultad importante de esta solucién reside en la interpretacién de (x;B) como

una probabilidad ya que en la practica, no hay nada que asegure que pertenez-
ca al intervalo (0, 1).

La solucién del AD ya se ha comentado anteriormente. Una ventaja de este
enfoque es que permite manejar con facilidad un nimero arbitrario de elemen-
tos de cada grupo. Si se desea analizar en detalle los determinantes de alternati-
vas poco frecuentes, suele ser mas eficiente aumentar la proporcidn de ese tipo
de observaciones por encima de su proporcién poblacional. Este tipo de proble-
ma puede analizarse también dentro del enfoque maximo verosimil, aunque su
tratamiento es mucho mas complejo. La raiz del problema estriba en este caso
en que la seleccién de los individuos que pertenecen a la muestra ya no es

aleatoria simple, y por tanto, la funcién de verosimilitud es bastante més
complicada (Cosslett (1981)).

El 4D también permite determinar la probabilidad de pertenencia a un grupo
pero con ciertas limitaciones. Por ejemplo, supongamos que un individuo %’
puede provenir de dos poblaciones (1, 2) con probabilidades conocidas p (1 —
p). Supongamos que cada individuo se caracteriza por el valor de un vector de
variables aleatorias ‘¢’ y que la funcién de densidad de x en las poblaciones (1,

2) es g1(x), g,(x) respectivamente. Entonces, por el teorema de Bayes obtene-
mos inmediatamente la expresién

p(Y = Dpxl Y = 1)
p(x;)
_ P81 (%)
281(x:) + (1 — p)ga(x)

(% = 1]z =

[35]

que nos da la probabilidad de pertenencia al grupo 1 del individuo ‘7. Si las
g(*) son normales, la expresiéon [35] se reduce a un modelo de tipo logit (ver
mas adelante). Ademas en este caso, el contraste de que una variable es
relevante o no en la determinacién de ‘p; puede llevarse a cabo simplemente
contrastando la hipdtesis Ex;, = Ex,,, es decir, que la media de dicha variable
sea igual en ambas poblaciones. Para que este contraste sea valido es preciso
que las matrices de covarianzas de ‘s’ en ambas poblaciones sean idénticas, y
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este hecho unido al supuesto de normalidad limita considerablemente Ia utili-
dad de la solucién [35] (puede ser 1til recordar que las variables cualitativas,
son necesariamente no normales).

El enfoque econométrico actual consiste en incorporar al modelo de [34] la
restriccién de que 0 < p; < 1, implicitamente. Para ello, basta con definir

pi = p(xiB) [36]

y asegurar que la funcién escogida p(-) pertenece al intervalo (0, 1). Una clase
de funciones que cumple esta condicién es precisamente las funciones de distri-
bucién de variables aleatorias. Las dos soluciones mas populares son la funcién
de probabilidad de una normal y el modelo logistico. Es decir,

xi{B 1
p{xB) = J exp (— (4*/2)) du

(371

if

p(xiB) T3 75

En la practica, ambos modelos suelen dar resultados muy similares, lo que no es
de sorprender, dada la semejanza de las funciones de densidad respectivas. El
modelo logistico tiene ciertas ventajas desde el punto de vista del cilculo, ya
que no hay disponible una solucién analitica para la integral normal (aunque
se puede aproximar con facilidad como se verd mas adelante). Los modelos que
utilizan la funcién Normal se suele denominar «Probit» y los que utilizan la
Iogistica, «Logit».

Una vez escogida la funcién p (), el paso siguiente es escribir la funcién de
verosimilitud. Como las probabilidades son independientes, podemos escribirla
como sigue,

= l:[ p(xiB) I;[ (1 — p(xB)) (38]

donde la opcién ‘1° es elegida con probabilidad g, y la ‘0’ con 1 — p;. Definien-
do la variable auxiliar %; = 1, si el individuo ‘7’ escoge la alternativa ‘I’, se
puede escribir méas compactamente [38] en la forma,

f[ HB)Y(1 — p(xiB))1 Y9 [39]

Esta funcién puede maximizarse ahora con respecto a ‘B’, introduciéndola en
una rutina de optimizacién. Como de costumbre, se cumplird que

(B — B) \/NZN(0, X) [40]
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cuando N — 00, y donde,
T = —plim (1/N9* log ¢/(8B)(dB’))™* [41]

Puede demostrarse (véase, por ejemplo, Amemiya (1983)) que la matriz de
segundas derivadas es concava respecto al vector B, y para todo posible valor
de este vector. Esto asegura buenas propiedades de convergencia de cualquier
algoritmo que resuelva la maximizacién de [39], y en particular, que no hay
méaximos locales. De todas formas es interesante analizar explicitamente la
iteraciébn de Gauss-Newton. Para ello, observamos en primer lugar que el
modelo que da base a la funcién de verosimilitud [39] puede escribirse similar-
mente a [34] del modo siguiente,

1 = p(xiB) +
Euy =0, V() = p(l — ;) [42]

Este es un modelo no lineal, heterocedastico, y no normal. Sin embargo,
cuando N — o0, la no normalidad es irrelevante, asi que parece 1égico pensar
en corregir el modelo para hacerlo homocedastico y aplicar minimos cuadrados
no lineales. Este Gltimo método, puede demostrarse que es equivalente a aplicar
MCO en una expansién de Taylor del modelo no lineal, e iterarla. En el
modelo que nos ocupa tendriamos

Y; = p(xiBy) + flxiBo)xi(B — Bo) +
= (pio — fioxiBo) + fio¥iB + w
= 0; + fiiiB + u [43]

siendo ‘# la funcién de densidad correspondiente a p, y corrigiendo la heteroce-
dasticidad el estimador de B vendria dado por la expresién,

2 -1
(;p 1 ~p) ix")

(i ———-—~—fi Y, o 44
5 = p) (Y — 1)) [44]

En esta expresion (f;, p;, 0;) son funciones de By. Entonces, tenemos ya la base
para una iteracién. De hecho, puede demostrarse que el estimador maximo-
verosimil de [39] conduce precisamente a esta solucién, que como hemos visto,
es de facil interpretacién. Por otra parte, si no se dispone de un programa que
incorpore explicitamente la opcién de estimar [39], siempre puede programar-
se por medio de [44] que es una expresién sencilla (o simplemente utilizando
[43]) si se dispone de un procedimiento de estimacién para minimos cuadrados
no lineales).

Valores para las razones ‘f de los estimadores B, pueden ser obtenidos del
modo usual, utilizando la estimacién de la matriz de covarianzas, dada en [41].
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El contraste de hipdtesis compuestas, puede instrumentarse por medio del
contraste de Wald, e incluso més facilmente, utilizando el contraste de maxima
verosimilitud. Con esto, quedan resueltos los dos problemas mas importantes,
estimacién y contraste del modelo.

Un punto pendiente de interés, que presenta ciertas particularidades en este
caso es el de la medida de la bondad del ajuste. En el caso de los minimos
cuadrados ordinarios para un modelo lineal con errores normales, es sabido que
se cumple,

RZ

Il

1 — (ZILD) (2™

A [45]
= 1 — (&/6)
siendo L la funcién de méxima verosimilitud (no su logaritmo), ¢ la varianza
de los errores del modelo, y donde los simbolos ("), (™) representan esti-
madores no restringidos y restringidos respectivamente (véase Apéndice 3). Por
analogia, podriamos definir una medida de bondad de ajuste basindonos en
la funcién de verosimilitud [39] de la forma siguiente:

R? = 1 — (¢/$)(2/N) [46]

La dificultad con esta medida es que nunca puede alcanzar el valor 1 dado que
la forma de [39] implica que (0 < ¢ < ¢ < 1). Mas concretamente,

R* <1 — (§)(2/N) [47]

cumpliéndose la igualdad sélo cuando ¢ alcanza su valor maximo, es decir,
¢ = 1. La sugerencia es entonces la medida corregida,

L — ([6)*
2 S S S S—
R; = 1= oM [48]
y que es igual a uno, cuando ¢ alcanza su valor méaximo, e igual a cero cuando
= ¢, como deberia ser. (Notar también que R? > R2.)

Una aplicacién muy interesante de este tipo de analisis es la prediccion agrega-
da de la proporcién poblacional de individuos que optarin por una alternativa
ante el cambio de una de las variables del vector x;. (Por ejemplo, como
cambiara la proporcién de empresas exportadoras ante un.cambio en la desgra-
vacién fiscal a la exportacidn, si es que esta variable es relevante).

La estimacién obvia esta dada por
1
=—) T 49
IR 49]

donde

b
Il

Eup =0, Viw) = p(l — pi)
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siendo %; el vector de variables determinantes que puede incluir variables
controlables (la barra sobre la ‘x’ quiere indicar que algunas variables se han
prefijado). Entonces obtenemos facilmente,

Eg = S EY,
-5 Ih
1 N
Vi) = 5z X a1 = pi) [50]

y por aplicacién de un teorema central del limite para sumas de variables con
varianzas diferentes pero acotadas con ciertas condiciones (véase, por ejemplo,
Theil (1971)), obtenemos normalidad asintética. Asf, para muestras finitas
podemos utilizar la siguiente aproximacién para establecer intervalos de con-
filanza del estimador ‘¢,

‘]A'N( va Nz Zpl Pz) [51]

Esta expresién es, por supuesto, condicional en las distribuciones de 4’ y ‘B’. La
expresién incondicional para la media puede obtenerse tomando esperanzas
respecto a ‘¥’ y ‘B’ (la varianza es algo més complicada). En todo caso, la
solucién analitica parece ser extremadamente complicada si es que es posible
(véase, por ejemplo, Amemiya (1985)). De todas formas para disponer de una
aproximacién a grosso modo, puede ser suficiente con la expresion [51] si la
muestra inicial es suficientemente representativa de la distribucién de ‘x’, de
modo que también ocurra que B ~ B.

— Maodelos de respuesta miiltiple

Estos resultados pueden extenderse con facilidad al caso de que 14 eleccién, o
clasificacién del individuo, sea en méas de dos categorias (modelos multinomina-
les). En este caso definimos una variable para el individuo 7’, z; que puede
tomar los valores (0, 1, 2, ..., m), y definimos

p(zi =) = p(xyB) = py; [52]

Se puede comenzar desde un modelo mas general en varios sentidos (Amemiya
(1985)). Por ejemplo, se puede suponer que el conjunto de posibilidades para
cada individuo es diferente de modo que en lugar de ‘m’ tendriamos ‘m;.
También, puede escribirse la dependencia de la probabilidad de modo mas
general como p;; (x’B). Para modelos sencillos que son los que vamos a ver aqui,
la especificacién de [52], junto con el supuesto m; = m es suficiente.
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Para definir la funcién de verosimilitud, definimos una serie de variables auxi-
liares del siguiente modo,

1 siz =7
Y., =
iy {0 Si Zi ;é] [53]

y entonces, similarmente a [39] podemos escribir:

":jz

Ij (27 B)Y [54]

Para obtener el estimador maximo verosimil de ‘B’ maximizamos esta expre-
sién, introduciéndola en cualquier rutina de optimizacién. Puede demostrarse
que se cumplen, al igual que en el caso binomial, los resultados [40] y [41].
También se cumple la concavidad global de ¢ respecto a B, de modo que la
convergencia de cualquier rutina de optimizacién al maximo, no debe plantear
problemas especiales. La interpretacién del modelo y su estimacién, como un
problema de estimacién de minimos cuadrados no lineales con errores heteroce-
désticos, del caso binomial, puede extenderse también al caso multinominal.
Para ello a partir de las variables ¥;; definidas en [53] definimos los vectores
siguientes,

1/;, = ( il> 123 ey Yzm)
pi = (p(x’B);  p(x:2°B); ooy p(%im’B)) [55]

i

y andlogamente a [42] escribimos,

Euy =0, Euu; = Ay, Euu; =0 i #] [56]

donde A; es una matriz de dimensién ‘m’ cuyos elementos estan definidos como
sigue

pia(l — piz) : elemento diagonal
— Piabin : elemento fuera de la diagonal

Estos resultados se derivan del hecho de que el vector “¥;’ es un vector multiva-
riante, de variables aleatorias discretas, cuya distribucién conjunta es una
multinomial, donde el ntmero de observaciones es una. Las distribuciones
marginales de las variables ¥;; son binomiales de pardmetros (1, f;;) (véase, por
ejemplo, Mood et. al. (1974) para la distribucién multinomial). De forma
analoga a [43] podemos expandir [56] por Taylor y aplicar un estimador de
minimos cuadrados generalizados, que iterado, sera una solucién equivalente a
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la méxima verosimil. Para ilustrar este resultado podemos efectuar la expansién
para una variable cualquiera ‘%;;" de [56] y obtenemos lo siguiente:

Yy = p(x’Bo) + flx/Bo)Xif (B — Bo) + wy [57]

= (pijo — JijoBo) + fijoB + w;
donde f () es la funcién de densidad correspondiente a p (-). Corrigiendo ahora
la heterocedasticidad de ‘«’, y partiendo de un estimador inicial By (por
ejemplo, el MCO lineal) podemos utilizar [57] para obtener sucesivos estima-
dores iterados de “B’. Como en el caso binomial, esta iteracién, de hecho
coincide con el estimador méiximo verosimil cuando converge.

Una cuestién pendiente en [54] es la forma de las funciones p (*). En el caso
binomial, el problema es mas sencillo, y como hemos visto cualquier funcién de
distribucién es valida. En el caso multinomial, cada individuo ’, tiene varias
posibilidades con probabilidad p;;. Similarmente al modelo dicotémico en el
quep; + (1 — p;) = 1, debe cumplirse que la suma de todas las probabilidades

m
sea la unidad. En este caso esto implica entonces que Z fij = 1, para todo 7.

J

Es decir, que la forma de la funcién que elijamos debe cumplir esta propiedad.
Una funcién que la cumple, ademas de la usual 0 < p; < 1 es la logistica
multinomial que es la siguiente:

p(x;’B) = exp (xij’B)/(i exp (xih’B)> (58]

h=0

y que como facilmente se observa, es'una simple generalizacién de la logistica
binomial [37]. Esta funcién tiene ademas la ventaja de su facilidad de calculo.
La definicién de p;, a partir de funciones de densidad normales es muy compleja
y de célculo costoso de forma que sélo en casos muy sencillos se pueden llevar a
cabo los célculos. La escasa evidencia disponible, no demuestra en todo caso
que los modelos probit multinomiales sean claramente superiores a los logisti-
cos. (Hausman y Wise (1978.)

— Independencia de alternativas irrelevantes

La férmula logistica multinomial tiene una propiedad que en ciertos casos
puede no ser deseable. Vamos a analizarla por medio del famoso ejemplo de
Mc Fadden (1974). Supongamos que un individuo se enfrenta a la decisién de
elegir un medio de transporte, coche o autobus. Si el individuo es indiferente
frente a estas dos alternativas, esperamos que se cumpla,

pT = Djp(Y; = 0) = (1/2)[(1/2) =1 [59]

siendo ‘1’ la eleccidén del autobds y ‘0’ la del coche.

Supongamos ahora que el conjunto de posibilidades de eleccién se amplia de
forma que la eleccién a la que se enfrenta ahora un individuo es coche (0)
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autobis rojo (1), o autobts azul (2). Parece légico suponer que la diferencia
entre autobis rojo y azul no puede ser mayor que la diferencia entre la eleccidn
de coche o autobis. Si el individuo es indiferente ante los dos tipos de autobu-
ses, lo esperable es que se cumpla lo siguiente

p(1=0) =1/2, p¥ = (162 = 1/2 i
p=1)=1/4 p% =2 =14 (60]

]

de forma que se cumplird

(Y= 1)[p(T; = 0) = 1/2 [61]

Si las tres alternativas fuesen totalmente diferentes y el individuo fuese indife-
rente ante ellas, esperariamos que se cumpliese lo siguiente

p=0)=pTi=1) =p¥ =2 =13
p(Yi = 1)p(l; = 0) =1 [62]

Es evidente que en este ejemplo, lo logico es suponer que las dos alternativas
autobiis rojo o azul son muy parecidas, de modo que en el caso de [62],
estariamos sobrevalorando las probabilidades de eleccién de las dos alternativas
(1/3 frente a 1/4). Vemos también en [62] que el cociente entre la probabilidad
de las dos elecciones, coche o autobds rojo, es el mismo que en el caso de [59],
en el que sélo hay un tipo de autobts. Es decir, la férmula de [62] no se ve
afectada por la existencia o no de otras alternativas proximas. Esta propiedad
se suele denominar «independencia de alternativas irrelevantes», y en el caso de
este ejemplo, es claramente no deseable. Consideremos ahora qué ocurre con la
férmula multinomial. Entonces tenemos lo siguiente,

p( = D)p(Y; = 0) = exp (x;1’B)exp (xi’B) [63]

Para la derivacién de esta férmula, es irrelevante que el conjunto de alternati-
vas sea (0, 1) 6 (0, 1, 2), y que sean similares o no. Ello es asi, porque estas
alternativas adicionales s6lo afectan al denominador de [58], que desaparece
en la formulacién de [63]. Vemos entonces que el modelo logistico multinomial
cumple esta propiedad que puede ser no deseable en muchos casos. Para evitar
esta dificultad McFadden ha desarrollado el modelo logistico condicional, o
anidado. Una ventaja de este modelo es que se reduce al logistico simple (que
cumple la propiedad de independencia de alternativas irrelevantes), cuando
cierto parametro es cero. Entonces, la propiedad discutida puede contrastarse
formalmente estableciendo como hipétesis nula, que dicho pardmetro es cero.
Este modelo es, sin embargo, algo complicado, y desde el punto de vista
préctico, probablemente puede resolverse la dificultad mencionada de un modo
mucho mas sencillo. El ejemplo anterior, puede ser enfocado, alternativamente
al modelo de McFadden, como un problema de eleccién secuencial: en primer
lugar se elige entre autobtis o coche, y si se elige el autobis, en una segunda
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fase, se elige entre autobis rojo o azul. Vamos a denominar la eleccién de coche
por ‘0, y la eleccion de autobiis por ‘I’. La eleccion de autobiis rojo se
representard por (1, 0) y la de azul por (1, 1). Graficamente, el problema de
decisién puede representarse por el siguiente arbol,

0
o o
(o

El modelo que explica las probabilidades puede ser escrito ahora como sigue,

(% = 0) = p(x1'B4)
p(y; = 1) =1- p(xliJBl) [65]
HY: = (1, 1) = (1 — p(xs’B1))p(x2/'B2)
A% = (1,0) = (1 = plx1B))(1 — p(x2'B3))
La funcién de maxima verosimilitud es entonces,

N

D (x17B)"(1 — p(x1/By)) T

N1

H plx2By)™(1 — p(X5/By)' ™% [66]

donde w; = 1 si se elige (1, 1) y cero si se elige (1, 0) y N, es el niimero de
individuos que eligen la alternativa 1 en la primera fase. La enorme ventaja de
este enfoque es que la funcidén de maxima verosimilitud se reduce al producto
de dos funciones binomiales independientes, de forma que su optimizacién es
muy sencilla. Es evidente también que este enfoque ya no cumple la propiedad
de «independencia de alternativas irrelevantes». -

El esquema de decision de [64] puede generalizarse con facilidad a modelos
més complicados. Por ejemplo, si el arbol de decisiones es el siguiente:

<0

0 1

<1 . [67]
(]

la definicién de las probabilidades estard completa si afiadimos a [65] la
siguiente especificacién

B3
=
[

(0, 0)) = p(x17B)p(x3:B3)
(0, 1)) = p(x:7B)(1 — p(x3:'B3)) [68]

x>
=
Il
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La funcién de verosimilitud seria ahora,

—n

¢ = il — p)t Y

i

1

B

* Y P51 = pap)tTv

-,
[}
[un

Pl — pa)t T [69]

n::jz

donde el significado de los simbolos se deduce facilmente por analogia al caso
[66]. Con igual facilidad pueden tratarse los casos multinomiales, que ya no se
especifican aqui, por tratarse de un mero ejercicio practico.

— Prediccion

Una de las aplicaciones mas ttiles del modelo logistico multinomial, es la
prediccion del grado de aceptacién de nuevas alternativas. Por ejemplo, supon-
gamos que en [58] podemos escribir

xi_,-’B = xi’Bl + xj,BZ [70]

donde ‘x;’ son caracteristicas individuales y ‘x;’ caracteristicas asociadas a la
eleccién 7 (p;;, puede ser, por ejemplo, la probabilidad de que una empresa
exporte mas a una zona econdmica determinada, si desaparecen determinadas
barreras arancelarias, medidas por x;). Si podemos determinar el valor ‘x;’ para
una nueva alternativa j = m + 1, la probabilidad de que el individuo ¢ la

elija viene dada por la expresién

m+1

p(zi = m + 1) = exp (, m“JB)/(h;o exp (xih’B)) [71]

y las probabilidades de eleccién de las diferentes alternativas se modifican
similarmente (cambia solamente el denominador). Si se desean establecer inter-
valos de confianza para la proporcién total de la poblacién que escogera esta
nueva alternativa, puede hacerse de modo similar al caso binomial [51]. En el
caso multinomial definimos las ‘m + 1’ variables siguientes:

N
z; = 2 Yz:j: _] =0,.,m+1 [72]

I
=
>

E(z)

I
=
Sy

.

=
‘P
T

Vizy) = (73]
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ya que para extracciones independientes (diferentes 7’s) las variables son inde-
pendientes. Definiendo

"m+1 = (Zm+1/M [74]

donde N es el niimero total de individuos en la muestra, tendremos asintética-
mente la siguiente distribucidn,

T 12N ((ig—:l l’ij)/-N ; (ii pi(l — l’ij))/J\ﬂ) [75]

a partir de la cual pueden establecerse predicciones con intervalos, para la
eleccién de una nueva modalidad. La aplicabilidad de esta técnica en analisis
microeconémico de medidas de politica econémica, es obviamente, muy am-
plia.

— Problemas espectficos con datos en panel

Todos los modelos vistos en este apartado pueden aplicarse a observaciones en
panel (individuos a través del tiempo). Del mismo modo que en los modelos
anteriores, serd preciso instrumentar un modelo que pueda dar cuenta de la
heterogeneidad individual y temporal. Los modelos propuestos en la literatura,
desembocan en funciones de verosimilitud muy complejas o incluso intratables
(Heckman y Willis (1977), Heckman (1981)). Sin embargo, es posible introdu-
cir al menos cierta heterogeneidad individual y temporal, y tener en cuenta
aspectos dindmicos, dentro del esquema visto hasta ahora. Esto ademas, tiene la
ventaja de que el modelo propuesto aqui, puede estimarse con programas
existentes en el mercado. El modelo bésico propuesto aqui es el siguiente

bijp = pldi + V; + O, + x;i°By + xi3-1’B,)

i=1,.,N
i=0,1,.,m
t=1,.., T L76]

El modelo incorpora (N — 1) constantes para los efectos individuales, m para
las (m + 1) posibles elecciones, y (T — 1) para los efectos temporales. Ademas,
los aspectos dinamicos se tienen en cuenta, por medio de los retrasos de los
regresores. La funcién de verosimilitud es una simple generalizacién de [54] y
estd dada por la expresién siguiente,

N m T
¢ = [1 I IT pur"™ [77]
i=1 j=0 t=1

donde ¥, = Isien ‘¢t el individuo ¢’ elige la opcién ” y cero en los demas
casos. Todo el analisis de este modelo puede conducirse ahora como en el caso
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T = 1 (en realidad es la misma situacién con (N'7T) observaciones en lugar de

N,

b) MODELOS DE RESPUESTA TRUNCADA

Un modelo de respuesta truncada o de «variable dependiente limitada», es un
modelo en el que la variable dependiente estd restringida de alguna manera.
Este tipo de modelo y andlisis se suele denominar «Tobit», por analogia a los
modelos «probit» y «logit», ya que fue Tobin (1958) quien lo inicié. El modelo
se denomina «truncado» si no se observa ninguna variable fuera de ciertos
limites, y «censurado» si al menos las variables independientes se observan
fuera de los limites especificados. Por ejemplo, es razonable suponer que una
empresa decidird exportar solamente si alcanza cierto umbral de tamafio, que
le permita soportar ciertos costes fijos asociados a la exportacién. Alcanzando
ese umbral, el volumen de exportacién puede ser también dependiente del
tamaifio.

Alternativamente, podemos suponer que el umbral es funciéon de una serie de
variables que determinan que haya beneficio, o no (entre los determinantes de
ese umbral, podemos suponer que estan la proporcién de ventas interiores sobre
las totales, el grado de participacién de capital extranjero, y la relacién capital
trabajo (Maravall, Torres, 1986). Si lo hay, se decide exportar, y tanto mas
cuanto mayor sea el beneficio esperado. Un tipo de razonamiento similar puede
aplicarse igualmente al analisis de la inversién en Investigaciéon y Desarrollo.

El caso mas sencillo de este tipo de modelos ocurre cuando la variable depen-
diente es explicada por un conjunto de regresores, y sblo se observa si es
positiva. Por ejemplo, el volumen de exportacién de una empresa estara deter-
minado por una serie de variables exdgenas. Pero la exportacién es nula,
cuando el valor determinado por esos regresores es negativo (y no observado
por lo tanto). Este tipo de modelos puede especificarse estadisticamente del
siguiente modo,

Y5 = x'B + u
{Y %t >0

Y, =
: 0 1" <0

78]

es decir, sélo se observa la variable ‘¥;*’ si es positiva. Si es negativa, en general
sblo observamos los regresores ‘x;’.

Los puntos fundamentales que hay que discutir en relacién a este enfoque desde
el punto de vista practico son dos: 1) métodos de estimacién; 2) formulacién de
modelos. A partir de [78] e introduciendo hipétesis més sofisticadas pueden
tratarse situaciones muy complejas en el marco de los modelos truncados. El
problema practico fundamental serd cémo estimarlos una vez formulados.
Vamos a empezar la discusién por los métodos de estimacién del modelo [78]
para presentar a continuacién generalizaciones del modelo.
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— Métodos de estimacién

El primer método de estimacién que se aplicé a estos modelos fue el de minimos
cuadrados. Supongamos que aplicamos MCO en [78] para las observaciones
positivas. EI modelo es ahora

YY=%B+uvuy %>0 {79]
Pero entonces tenemos lo siguiente,
E(w|Y, > 0) = E(ulu; > —x/B) # 0 [80]

que es distinto de cero, si la distribucién de ‘@’ es simétrica alrededor del origen
(por ejemplo, « ~ N(0, 0)). En otras palabras, la media de la distribucién
condicional es distinta de cero, aunque la media incondicional sea cero.

Supongamos ahora que afiadimos las observaciones, para las que ;¥ < 0

poniendo 7; en lugar de ¥;* como variable dependiente. El modelo es entonces,

= 1, ; >0
2{; xlB + ul 1 [81]
O=xiB+u;—7;+,T;+<O
que también puede escribirse compactamente como sigue,
0
Y= XB + u - r+ [82]
Similarmente a [80] tenemos ahora,
BT <0) #0 [83]

es decir, que esta situacién, seria un caso tipico de errores en la variable
dependiente cuya media no es cero.

La conclusién es entonces, que tanto si aplicamos MCO a los valores observa-
dos, como si lo hacemos con todos, los estimadores seran sesgados ya que no se
cumple un supuesto basico, necesario para la insesgadez de los MCO, y que es
el supuesto de que la media de los errores sea cero (o al menos constante).

Una alternativa inmediata es obtener el sesgo de [80] para incorporarlo a la
ecuacién. Puede demostrarse por integracién directa lo siguiente,
E(u;|y: > 0) = 0A(xBo)
u; — N0, o)
AC) = ()I®() [84]

siendo ¢ (") y @ () las funciones de densidad y distribucién de una normal (0, 1),
respectivamente.
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Es claro entonces que podemos escribir
Y; = x’B + oi(x/Bjo) +
E(si‘xi> = Eg{ =0 [85]

y por lo tanto, podemos estimar los parametros del modelo en esta expresién
por algtn procedimiento de minimos cuadrados. En primer lugar, observamos
en [78] que el modelo puede entenderse dentro de los modelos de respuesta
cualitativa, es decir, ¥; > 0 o bien ¥; < 0. Aunque es obvio intuitivamente,
que en este caso se pierde mucha informacién si sélo tenemos en cuenta el signo
de 1; (véase mas adelante), también es claro que podemos estimar el vector a
= Blg, por medio de un probit en una primera etapa. Con este estimador,
podemos calcular L = A{x’4), y estimar B por MCO en [85]. Este es el
estimador propuesto por Heckman (1976} y puede demostrarse su consistencia
y normalidad asintética.

Los errores del modelo son heterocedasticos y, puede aplicarse la correccién de
White para obtener estimadores consistentes de la matriz de covarianzas. Este
estimador es muy util como punto de partida para métodos mas eficientes, que
en general, son no lineales (vgr. el maximo verosimil).

El siguiente método de estimacién a considerar, es el de maxima verosimilitud.
Si las funciones de densidad y distribucion de ‘u’ son f* y ‘p’ respectivamente, la
funcién de maxima verosimilitud del modelo «censurado» con observaciones :
= 1, ..., N estd dada por

¥=[]r % <0 Uf(l’i) [86]

donde (—) indica que el producto se toma sobre las observaciones para las que
se cumple ¥;* < 0, y (+) para %;* > 0. Para simplificar vamos a hacer el
supuesto usual de que ‘¢’ sigue una distribucién normal. Entonces, en el caso
censurado [86] puede ser escrito como

¥ = (1 - @@xBjo)) [] o7 ¢((%: — =’B)lo) [87]

De forma anéloga, si los datos estdn truncados la funcién de verosimilitud es
simplemente,

¥ = ] ¢((%; — %°B)/o)/(c®(x;B]a)) [88]

+

Vamos a concentrarnos en el analisis de [87] que es el caso mis frecuente. En
primer lugar observamos que por medio de una operacién trivial podemos
escribir [87] en una forma que sugiere una interpretacion interesante. Es decir,

¥ = ([_I (1 - 9(Bio) I] cb(x;B/a)) x

[89]
x <l:[ (% - X.-’B)/G)/tT@(xi’Bla)>
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Esta expresion permite descomponer la funcién de verosimilitud del caso censu-
rado en dos productos. El primero es simplemente un probit binomial y el
segundo, la funcién de maxima verosimilitud truncada. En otras palabras, se
analizan primero los determinantes de la decisién cualitativa y a continuacién
los determinantes de la dimensién de * 1” supuesto que se ha elegido la alterna-
tiva ‘4. Esto sugiere que un método de estimacién de (B[o) es simplemente
aplicar un método tipo probit, maximizando la primera parte de [87]. El
estimador sera consistente y asintéticamente normal, pero obviamente, no serd
eficiente al no tener en cuenta toda la informacién contenida en la segunda
parte de la funcién maximo verosimil [87].

El estimador que maximiza conjuntamente toda la expresién [89], que es el de
méxima verosimilitud, serd logicamente el mas eficiente. Puede demostrarse su
consistencia y normalidad asintética (Amemiya (1973)). Tampoco caben espe-
rar muchos problemas en la iteracién pues la funcién (Log W) es globalmente
cbncava (Olsen (1978)). El dnico problema pendiente es entonces la selecciéon
de un punto inicial para la estimacién.

Podemos tomar como valores iniciales los estimadores obtenidos por alguno de
los métodos anteriores. Légicamente, cuanto mejor sea el estimador inicial mas
ripida serd la convergencia, y por esto, en general serd preferible empezar la
iteracién con estimadores consistentes.

Una observacién importante respecto al estimador méaximo verosimil es su falta
de robustez frente a cambios en determinados supuestos. En el caso lineal
clasico, es bien sabido que la distribucién asintética de este estimador no se ve
afectada por la no normalidad. También, los estimadores siguen siendo consis-
. tentes en presencia de heterocedasticidad. No es asi, sin embargo, en el caso de
los Tobits. Aunque los contrastes de estas hipdtesis en este caso son complica-
dos, es importante en el trabajo empirico, llevar a cabo siquiera una comproba-
cién de alglin tipo (por ejemplo, un grafico de @2, puede ayudar a detectar
heterocedasticidad). Si se detectan estos problemas, lo mas sencillo es tratar de
modificar la funcién de densidad del error en el modelo original, de forma que
se suavicen.

— Formulacién del modelo

El modelo de [78] se puede generalizar en varias direcciones, de modo que
permita dar cabida a situaciones bastante més complicadas. En todos los casos,
generalmente el problema se reduce a escribir la funcién de verosimilitud, y
obtener un estimador inicial para la iteracién. Las propiedades usuales de los
estimadores maximo verosimiles se cumplen en general, y tampoco suelen
presentarse problemas graves de convergencia. Respecto a los estimadores ini-
ciales, es preferible que sean consistentes, y el enfoque de Heckman suele ser
muy util para obtenerlos. De todas formas, estimadores inconsistentes pueden
ser vélidos también aunque la convergencia sea més lenta. Vamos a analizar
una posible generalizacién que ha gozado de cierta popularidad en trabajos

empiricos (Gronau (1973), por ejemplo). Otras posibles vias de generalizar el
modelo se indicaran, simplemente.
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Consideremos entonces el modelo siguiente,
+ 3
Yii = x’By + gy
Y = x,7B, + uy;
2i & M2aP2 2

v - Yt 1, >0
710 rE<o0
up = (uqyp uy), u — 1-1°d-NO,Z) [90]

donde 17" no es observada pero si, su signo. Por ejemplo, supongamos que la

cyts

exportacién de una empresa es ‘457, y ‘¥ es el beneficio esperado de la
actividad exportadora, o cualquier otro umbral que determine la conveniencia
de iniciar o no la actividad exportadora. Para dar otra interpretacién clarifica-
dora del modelo, supongamos que existe un umbral minimo de exportaciones
z por debajo del cual la empresa ‘’ no encuentra beneficioso exportar, y que
ademas ese umbral no se observa. El modelo seria ahora

+ 3

zp = x7By + uy;
+ E)

Y3i = x'By + uy;

+ + +
_ {T.‘Li 15 > Z;

Y.
2l 0 th 1

[91]

Definiendo ¥7; = ¥5; — %", el modelo puede expresarse en la forma [90].

La funcién de verosimilitud puede ser escrita del siguiente modo

= [l1#(7F <0 l:[/?(?'u > 0)f(¥x %% > 0) [92]

Esta expresion no es operativa, pero puede ser reescrita de forma mas maneja-
ble. Para ello notamos lo siguiente

Tl T > 0)p(Xyy > 0) = wa( Yol ) 41,

- Lw STl T f(F) d¥y 93]

Dado el supuesto de normalidad de los errores, la distribucién condicional de
T1;, sera,

Vil Yo — N(XliBl + (Y — x3:B3)045/0%; (067 — oia/ 0%)) [94]

o mas compactamente N(u; w®;). Podemos escribir entonces la funcién de
verosimilitud como,

¥ = [](1 = ®(x,/By/0y)) H @ (pi/w;) P (x5 B, [0) [95]
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expresion esta ultima, que al estar completamente especificada puede introdu-
cirse ya en cualquier rutina de optimizacién. Una (ltima observacién impor-
tante relacionada con [95] es que sélo depende de g, a través de (B,/o,) y
(014/01) de modo que sdlo estos cocientes son identificables. El medio mas
sencillo de solucionar el problema es hacer g; = 1.

Respecto a estimadores iniciales, puede derivarse un estimador consistente del
tipo de Heckman. Sin embargo, una solucién algo inferior, aunque sencilla y
rapida, es la siguiente: 1) estimar B, por medio de un probit. (El estimador sera
consistente aunque no eficiente), 2) estimar B, por MCO utilizando sélo los
valores observados de ‘¥;"’. Con este estimador inicial puede intentarse ahora
la optimizacién de [95].

Una posible ampliacién del modelo ([90], [91]) consiste en afiadir una tercera
ecuacion en la siguiente forma,

+
Y5i = x3:B3 + uy;

Y5y Y4 >0
;s = ' : 96
TS; { 0 Yl-}; <0 [ ]
y suponer # = (uy, uy, u3), u — N(0, Z). En el caso de las exportaciones, Y5

podria representar, por ejemplo, el nimero de paises a los que se exporta.
Alternativamente, podriamos afiadir al modelo base, la especificacién,

y o1 >0 97

1 = 0 Yl-'l- <0 [ ]

si ¥;; es observado para valores positivos. Volviendo al caso de las exportacio-
nes, ‘1"’ podria representar ahora el volumen de exportacion e ‘%57’ el nimero
de paises a los que se exporta. Las generalizaciones de [96] y [97] pueden
también combinarse en un modelo conjunto. En principio, puede pensarse en
muchas otras ampliaciones del modelo basico, pero hay que recordar siempre
que los modelos excesivamente complicados no suelen dar buen resultado
empirico. Desde el punto de vista aplicado es, en general, mas 1til la originali-
dad que la complejidad. De todas formas, las ampliaciones indicadas anterior-
mente cubren la mayor parte de las aplicaciones empiricas hasta la actualidad.

Un problema practico importante para la aplicacién de todos estos modelos es
la disponibilidad de programas informaticos. Excepto para el caso mas simple,
no existen apenas programas disponibles lo que limita bastante su aplicabili-
dad. No obstante, algunos programas como el TSP (versién 4.1) incluyen una
rutina que optimiza una funcién de verosimilitud arbitraria suministrada por el
usuario. Un problema en este caso es que no se dispone de una expresién
analitica exacta para la funcién de distribucién de una normal. Una aproxima-
cién numérica aceptable para valores de |f| < 3 es la siguiente,

' 3 5 7 9 11
1 (9—0—+9— i 0 ————0 ) [98]

() =~ 5 + N 6 T 20 T 336 ' 3.456  42.240

N[ =
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que se obtiene expandiendo @ (-) por Taylor alrededor del origen. (El método
més rdpido de calcular la expansion es utilizando resultados relacionados con
los polinomios Hermitianos). Para acelerar el calculo de la aproximacién, las
sucesivas potencias de ‘0” pueden calcularse recursivamente, es decir, § = ¥’B,
6% = 66, 6°> = 626, 6> = 6°0*, ctc. Una precaucién necesaria es que no haya
demasiados valores atipicos (/8] > 3), ya que entonces la calidad de la aproxi-
macién empieza a deteriorarse. Una pregunta natural que surge en relacién a
este problema es si es posible encontrar distribuciones, cuyas funciones de
densidad y distribucién posean expresiones analiticas sencillas, lo que simplifi-
caria mucho la iteracién. Aunque las hay (por ejemplo, la logistica) el proble-
ma es que necesitamos obtener distribuciones condicionales y marginales para
escribir la funcién de verosimilitud, y la distribucién normal es muy sencilla de
manejar para obtener estos resultados.

— Modelos de Poisson

Dentro de esta seccién y antes de finalizarla, conviene discutir brevemente los
modelos de Poisson. Supongamos que la variable discreta ‘¥ puede tomar sélo
valores positivos ¥ = (0, 1, 2, ...). La distribucién de Poisson cumple estas
caracteristicas para valores de A positivos, y su funcién de densidad o cuantia
esta dada por

pPY =71 =, r=0,1,2,... ; >0 f99]
Esta distribucién puede proporcionar un tratamiento alternativo a los modelos
truncados, cuando la variable dependiente es discreta, ya que puede tomar el
valor cero, pero no valores negativos. Por otra parte, cuando la variable
dependiente es discreta, en principio no es adecuado utilizar un modelo trunca-
do del tipo [78] con un error distribuido de acuerdo a una funcién de densidad
continua (por ejemplo, Fair (1978)). Una aplicacién tipica de estos modelos ha

sido a la investigacién de la relacién entre el nimero de patentes e inversién en
I'y D (Hausman et. al. (1981)).

Para establecer el modelo, supongamos que disponemos de una serie de obser-
vaciones independientes ‘17, ¢ = 1 ... N, que siguen la distribucién de Poisson.
Al estudiar los determinantes de ‘};’, y como se debe asegurar que 4; > 0
suponemos una relacion exponencial, es decir,

A; = exp (xB) [100]

La funcién de verosimilitud serd como de costumbre,
N
= I~ [101]
=

estando g; definido por [99] y [100]. Un estimador inicial para el algoritmo es
el sugerido por Lancaster (1974), cuya derivacién puede explicarse mas o
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menos intuitivamente como sigue. En primer lugar y por las caracteristicas de
una Poisson podemos escribir,

Entonces, tomando logaritmos y expandiendo por Taylor,

LY, = LA + ﬁ w 5 ol <1 [103]
Definamos ahora,
w; = wl(A + Ou;) = &f(A* + b)) [104]
donde
g = wlk;, Vig) =1 [105]

Si la aproximacion es buena de modo que § ~ 0 tenemos que Ew; = 0, V(w;)
= (1/4;), de modo que podemos escribir [103] como,

LY; = x/B + w;, Ew;, =0, V(w;) = 1]4 [106]

y obtener un estimador de B por un procedimiento de minimos cuadrados
generalizados. Como EY; = 4, un estimador légico en un primer paso de /; es
Y;, asi que el estimador MCG de B en [106] es

B = (X’TX)"'XYq [107]

donde ¥ = diag (%), v, ¢; = LY; (si ¥; = O se puede poner ¥; = 0,5 (Maddala
(1983)).

Finalmente, hay que notar que una desventaja de la distribucién de Poisson es
que la esperanza es igual a la varianza, lo que en principio parece algo
restrictivo.

3. Formulacion y especificaciéon

Esta seccién va a estar dedicada al anilisis de algunos problemas practicos que
se presentan al utilizar los modelos presentados en la seccién anterior, los
puntos discutidos se van a agrupar y presentar por este orden, en tres grupos: 1)
formulacién de modelos; 2) contrastes de validacién; 3) problemas especificos.
La clasificacién no pretende ser exhaustiva, y los problemas comunes con

modelos de series temporales se omiten, ya que estdn suficientemente analizados
en otro tipo de literatura.
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3.1. Formulacidn de modelos

a) VARIABLES MEDIDAS EN COCIENTES

Respecto a la formulacion, un problema que se suele plantear con frecuencia es
el analisis de modelos con la variable dependiente medida como un cociente.
Este tipo de transformacién, es util para evitar los problemas de heterocedasti-
cidad y correlaciones espurias. Por ejemplo, consideremos el modelo,

Y; = 2B + u, V(u) = kxf {108]

Para estimar este modelo, el procedimiento dptimo es corregir la heterocedasti-
cidad, lo que en este modelo puede hacerse reescribiendo [108] en la forma
siguiente,

(_22> =B + &, &= (ux)

' Vie) =k

13

[109]

Con datos de tipo transversal («cross-section») también se plantea el problema
de correlaciones espurias similar al de la correlacién entre variables tendencia-
les, que suele aparecer en series temporales. Medir las variables en cocientes es
un modo de suavizar el problema. También, la heterocedasticidad puede ser
simplemente reflejo del hecho de que la varianza de una variable estocéstica
tendencial tiene que crecer, pues de otro modo la variable se haria deterministi-
ca con el paso del tiempo (es decir, si cuando T — 00, m — c0, entonces o/m —
0, lo que es generalmente considerado como una propiedad no deseable). En
resumen, medir las variables dependientes como cocientes es una solucién
préactica muy extendida a los problemas interrelacionados de correlaciones
espurias y heterocedasticidad.

Esta solucién no obstante, presenta algunos problemas. Para analizarlos, consi-
deremos la siguiente especificacion,

Ci = éi -+ Uz Ci = ECi, Eui = 0

0<(C <1
Ci = Xi,B [110]

La restriccién en la variable dependiente, no tiene porqué presentarse, pero
muy frecuentemente se dard (por ejemplo, proporcién de exportaciones sobre
ventas totales). En principio, podemos aplicar ahora MCO a este modelo, y
seran insesgados. Aunque los estimadores no seran eficientes, ya que ‘@’ no
puede tener una distribucién normal al estar acotado, serén asintéticamente
normales. Sin embargo, como en el caso del modelo binomial, no existe, en
general, garantia de que el valor estimado de ¢; esté entre cero y uno, es decir,
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que 0 < x’B < 1. Esta ltima propiedad es deseable, y una forma de
garantizarla similarmente al caso de los probits y logits seria hacer

C; = F(x’B) (1]

y escoger una funcién F () que garantizase la restriccién en C; (por ejemplo,
una funcién de distribucién). Sin embargo, esta especificacion es no lineal, lo
que siempre complica el analisis. Si F () es la funcién logistica, es facil compro-
bar que

log (Gi(1 — Tp) = =B [112]
asi que una alternativa obvia es utilizar el modelo,
log (C‘/(l — CL)) = x,-’B -+ Ei’ 81 —_ N(O, O') [113]

pues ahora la variable dependiente puede tomar valores en el intervalo (— o0,
+ 00). Si el intervalo de la variable es 0 < C; < k, basta con considerar 0 <
(Ci/k) < 1 ysies (0, +00), la transformacidén es simplemente log (C;).

En cualquier caso, la solucién de medir las variables en cocientes no tiene por
qué ser la 6ptima. Una alternativa es simplemente estimar el modelo suponien-
do errores heterocedasticos. Por ejemplo, si ‘x;’ es ahora un vector en el modelo
[108] y V(%) = k(x/B)?* se puede estimar el modelo en dos etapas: 1) se estima
por MCO, para obtener estimadores consistentes de B; 2) se corrige la heteroce-
dasticidad y se estima por MCG (véase, por ejemplo, Theil (1971)).

b) CONTRASTES DE ASOCIACION NO PARAMETRICOS

Un tipo de analisis muy 1til en este contexto, es el de contrastes no paramétri-
cos de asociacién. El término «no paramétrico» hace referencia simplemente al
hecho de que se contrasta la asociacién entre las variables sin suponer ningin
tipo de modelo para los datos. La utilidad de este anlisis en este contexto es
debida, en parte, a que en muchas ecuaciones los datos en panel son variables
cualitativas, es decir clasificadas por categorias. El analisis no paramétrico, en si
mismo, y como complemento de¢ otros analisis estd entonces especialmente
indicado. La ventaja de estos contrastes es su robustez. Aparentemente, el
precio es una pérdida de potencia como en los modelos generales frente a los
restringidos, pero probablemente no es asi, ya que la pregunta a la que respon-
den estas técnicas es mas imprecisa. En otras palabras, la robustez o validez del
- método, la obtenemos al contrastar simplemente la existencia de relacién entre

‘2’ e ‘Y en lugar de su elasticidad, por ejemplo. El modelo es mas general pero
la pregunta es mas imprecisa.

A continuacién se presentan una serie de problemas que este tipo de método
puede analizar. Supongamos que se disponen de observaciones clasificadas de
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acuerdo a dos criterios en las categorias de forma que ‘n;;’ es el nimero de
elementos en la casilla (¢, §), 7 = 1, ..., I; j = 1, ..., 7. Utilizaremos la notacién
siguiente:

n;, = Z Nijs n. = .Z nij =1
J L J

y similarmente para casos con mds subindices y otros simbolos. El contraste
basico de independencia entre las dos variables, puede llevarse a cabo por
medio de la expresion,

LJ _
”( 2s By = fif>/fif) A - 1)(F - 1) [114]
donde
Bij = njn
by = bib;
i = myfn, p; = n ln [115]

(la derivacién puede encontrarse en cualquier libro de estaditica. Por ejemplo,
Mood et. al. (1974). El simbolo 4 significa asintéticamente, cuando n — o).

Otros contrastes menos cominmente utilizados aunque también muy tiles son
los de asociacién parcial y total en grupos de variables. Por ejemplo, suponga-
mos que se desea contrastar la asociacién entre una variable 7’ y otras dos f°,
‘k. (Esto seria un caso equivalente al contraste de R? en la regresién lineal). La
hipétesis puede contrastarse por medio de la expresién,

L 1K
"(i j2k=1 (Bin — ﬁijn)/ﬁijn) X ) [116]
donde

gl=(FjK -1 - (I -1+ (JK - 1)
Bie = mipln
Dije = Di.0jx
pi. = i [n
Dje = nuln [117]

En el mismo ejemplo de las tres variables, supongamos que se desea contrastar
la hipétesis de asociacién entre las variables 7 y /° condicionadas a ‘K. El
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contraste en este caso puede llevarse a cabo con la misma expresién de [116]
donde ahora los simbolos se definen de la siguiente forma,

gl=(IJK - 1) - (UK - 1) + (FK = 1))
ﬁijn = "ijk/”

Dk = Piab jwlb x

Prx = nmigln

P = ".jk/"

Pu= 2 b= ;ﬁ.jk [118]

Los contrastes [117], [118] son de maxima verosimilitud, y su derivacion es
relativamente directa. Pueden elaborarse, también, medidas de asociacién total
y parcial, aunque su interpretacién es algo discutible. De todas formas, llegados
a este punto es mas til especificar modelos y estimar la asociacién concreta de
las variables en ellos.

Un tercer punte importante en este contexto es el de la reduccién del nimero
de variables a analizar. En general, suele haber una cantidad considerable de
variables disponibles potencialmente explicativas. El método de probar su
capacidad explicativa una a una puede ser costoso, y ademas implica proble-
mas estadisticos. Los métodos de reduccién de datos pueden ser 1tiles entonces,
en la fase exploratoria del trabajo (véase, por ejemplo, Fernindez Alvarez
(1986)). Estos métodos son fundamentalmente, ciertas técnicas de anélisis facto-
rial y el andlisis de componentes principales, con y sin rotaciones. En alguna
medida, el andlisis de correlaciones canénicas también puede servir para este
propésito (vease, por ejemplo, Anderson (1958)).

3.2. Conirastes de validacién

El segundo punto mencionado al comienzo de esta seccién hace referencia a los
contrastes de validacién. En general, puede decirse que es preciso someter los
modelos estimados a una bateria amplia de contrastes de especificacion. Esta es
la Gnica forma de suavizar los aspectos subjetivos, inevitables en todo proceso
de especificacién practica de modelos econométricos. Una bateria bastante
amplia de contrastes la constituye el siguiente conjunto:

a) estabilidad,

5) no omisién de variables significativas,
¢) heterocedasticidad,

d) mnormalidad,

¢) datos atipicos,

/) simultaneidad,

g) linealidad.
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En Pagan y Hall (1983} puede encontrarse una presentacion unificada de la
mayoria de estos contrastes, como analisis de residuos. A continuacién, se
presenta brevemente la motivacién de los contrastes y cémo llevarlos a cabo.

El contraste de estabilidad puede llevarse a cabo con facilidad por medio de la
estimacién maximo verosimil del modelo en dos submuestras. Dado que en
general, el tamafio de la muestra no suele ser un problema con datos en panel,
es conveniente reservar una parte para contrastar el modelo, y especificarlo con
el resto de los datos. El contraste sera entonces,

~L — [Ly + Ly))sX*k) [119]

donde ‘4’ son los parametros del modelo, L, L, y L, las funciones de verosimili-
tud evaluadas con el estimador obtenido en la muestra conjunta y en las dos
submuestras, y el simbolo { significa asintéticamente (en este caso debe enten-
derse como (N}, N,} — oc). Aparte del objetivo obvio de contrastar la homoge-
neidad del modelo en las dos submuestras, el contraste de estabilidad es una
salvaguardia frente a los problemas del agotamiento de los datos («data mi-
ning») y el «pretesting». Para ejemplificar el problema del agotamiento de los
datos, consideremos los ‘K™ coeficientes ‘¢’ obtenidos al regresar una variable ‘1>
en un vector ‘x’, y supongamos que todas las variables son independientes (por
ejemplo, porque se ha disefiado asi un experimento). Para simplificar, vamos a
suponer que la distribucién de las ‘#’s* es independiente (que es aproximada-
mente cierto para T alto). Como de costumbre, la regién critica sera |;] > 2, de
modo que si un ‘t;’ pertenece a ella decidiremos que la variable correspondiente
es significativa. Para T alto sabemos que

2t > 2] ~ 0,05 [120]

Definiendo la regién critica por ‘¢’ consideremos ahora la siguiente probabili-
dad

plal menos un 4 € C] = 1 — plningtn §; € C]

L= 1ol ecy

=1 - (0,95)% [121]

f

Si el nimero de regresores es 10, esto quiere decir que la probabilidad de que
encontremos al menos un regresor significativo es aproximadamente del 40 por
100 y del 80 por 100 si K = 30. En otras palabras, este andlisis responde a la
intuicién de que las correlaciones obtenidas después de numerosas pruebas,
pueden deberse a la casualidad.

Para analizar el problema del «pretesting», consideremos el proceso de decisién
usual, segin el cual, el estimador que adoptamos para el parametro ‘B’ en una
regresion esta dado por la siguiente regla,

,._{B si i > 2

0 s <2 [122]
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donde B es el estimador MCO vy ¢ su coeficiente asociado de student. Es un
hecho conocido que EB = B. Consideremos ahora la esperanza de B. Tenemos
entonces lo siguiente,

EB = EB|lY| > 2)p(lY > 2) [123]

que en general serd distinto de B. Es decir, que este estimador es sesgado.
Tampoco la varianza de B es la de B, ni B esta distribuido normalmente. Si
tenemos en cuenta que en un proceso de especificacién, decisiones de este tipo

se superponen, la distribucién final de los estadisticos ‘¢’ puede ser muy diferen-
te de una N0, 1).

Un método de paliar estos dos problemas, consiste en reestimar el modelo con
datos nuevos, y comprobar su homogeneidad. Por ello, son especialmente
importantes los contrastes de estabilidad. Conviene recordar también que un
método de aliviar el cardcter espirio de una correlacién es explicarla, o inter-
pretarla, y en este punto, la teoria econémica puede jugar, en principio, un
papel estadistico importante.

Una vez que se ha llegado a una especificacién tentativa del modelo, suele ser
conveniente compararlo con un modelo ampliado en el que entran todas las
variables potencialmente significativas. Este procedimiento es util para detectar
variables significativas omitidas en determinados pasos de la especificacién
debido a sesgos, etc.

La heterocedasticidad es un problema especialmente importante con datos en
panel, como ya se ha comentado. Una hipétesis muy razonable es suponer que
la media es proporcional a la varianza, es decir,

= xB + & Vi) = KHEY) [124]

Una forma sencilla de contrastar esta hipdtesis consiste en los dos pasos siguien-
tes. En el primer paso se estima [124] por MCO y se obtiene ¢;. El contraste se
lleva ahora a cabo en un segundo paso por medio de la expresién

NR? (83| o, + x04) — x3(1) [125]

es decir, comparando el R? obtenido al regresar los residuos al cuadrado de la
primera regresién, en las X’s, con una x* de un grado de libertad.

La normalidad de los residuos puede contrastarse con la expresién

2 2
Den QZ;) @)
donde
=2 ﬁ?/-N
12 = (Z&IN) — 3(Z &N [126]

y & son los residuos de la regresion.
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Para interpretar este contraste adecuadamente, es preciso asegurar que no
existen datos atipicos, ya que es especialmente sensible a ellos, al depender de
potencias elevadas de los residuos.

El método usual para detectar datos atipicos suele consistir en establecer una
banda (120) o bien (+30), fuera de la cual, un residuo se considera atipico.
Sobre esta practica conviene hacer una puntualizacién. Por medio de un
analisis similar al de [121] obtenemos lo siguiente (suponiendo normalidad)

plal menos un |g > 30] ~ 1 — 0,99" [127]

y si N es 100, valor bajo para datos en panel, esta probabilidad es aproximada-
mente el 64 por 100. Es decir, si se observa un dato fuertemente alejado de la
muestra, y que ademas se sabe que coincide con un acontecimiento anormal, es
conveniente intervenirlo de algin modo si esto afecta a los resultados. En otro
caso, lo més razonable es no manipular los datos ya que corremos el peligro de
acabar trabajando con una muestra de observaciones «inventada».

La simultaneidad en datos transversales, no requiere ninglin anélisis especial.
Es suficiente con sustituir el indice ‘2’ por el ‘#, en los modelos simultaneos
usuales, y todos los resultados son validos. Para contrastar la simultaneidad de
una variable se puede aplicar el contraste de Hausman, que es un contraste de
méxima verosimilitud. Supongamos que tenemos un modelo de dos variables
dado por,

Yii = aly + 2450 + &y
Yoi = a¥y; + 2278 + &y [128]

y en el que hay restricciones de modo que el modelo esta identificado. La forma
reducida para 13;, que se obtiene al resolver [128] sera,

Yo = z'pa + Vay [129]

donde ‘z incluye todas las variables no repetidas de z; y 2. El contraste de
Hausman se lleva a cabo ahora en dos pasos. Primero se estima [129] por
MCO vy se obtiene un estimador de los errrores V,;. En segundo lugar, se
contrasta la significatividad de ‘6’ en la siguiente ecuacién, estimada por MCO,

Yip = a¥y + b + 0V + w; [130]

Si se acepta la hipétesis nula § = 0, se concluye que no hay simultaneidad y se
puede estimar la ecuacién por MCO (si ‘@’ y ‘@’ son distintos de cero, siempre
habra simultaneidad aunque sea poco relevante).

Finalmente, con datos en panel, puede ser importante contrastar la no lineali-
dad. Esto puede hacerse en principio con facilidad, afiadiendo regresores del
tipo x%, x3, ... La no linealidad no suele darse tanto en series temporales, pues al
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superponerse con los aspectos dindmicos, éstos dan cuenta de ella. En un
modelo con datos transversales, precisamente un DW lejano a 2, puede ser un
signo de no linealidad (por ejemplo, un DW = 0, seria indicio de correlacién
positiva. Si los residuos son una funcién cuadratica del indice ‘7, esto es lo que
ocurre). La utilidad del estadistico DW en este contexto se reduce simplemente

a que casi todos los programas econométricos lo suelen incluir rutinariamente
en todas las salidas.

Los contrastes de heterocedasticidad, normalidad, y simultaneidad en modelos
de variables cualitativas y truncadas, son mucho mas complicados, como ya se
ha comentado en la seccién anterior. En cualquier caso, puede ser siempre 1til

utilizar por lo menos técnicas descriptivas (por ejemplo, hacer un gréfico
conjunto de las variables &2, £1;).

3.3.  Problemas especificos de economin industrial

a) FEFEGTO DE VARIABLES NO OBSERVADAS

El tercer punto mencionado al comienzo de esta seccién hace referencia a
problemas especificos de estudios empiricos de economia industrial, que quizas
pueden ser generalizables a otros estudios basados en datos en panel. Un
problema bastante comdn es la seleccién y uso de indicadores sintéticos de
varias variables (este problema aparece, por ejemplo, en los trabajos de Bergés
(1986) y Farifias y Romero (1986a)). El uso de indicadores puede plantearse
econométricamente como un problema de variables no observadas. Vamos a
analizar en primer lugar el efecto de las variables no observadas para pasar en
segundo lugar a discutir criterios de eleccién. Consideremos entonces el modelo
definido por las siguientes ecuaciones,

Yt = x%a + ¢
Y=%" +u
x=xtV + V [131]

donde x* e ¥'* no son observables, pero si lo son x e ¥. Supongamos también
que los errores tienen media cero y son ruido blanco. Ademis suponemos

Esu = Eeo = Euv = EYYu = Ex¥p = ExTe = 0 [132]

El pardmetro de interés es ‘a’ y para estimarlo, escribimos la primera ecuacién
en funcién de las variabies observables. Obtenemos entonces,

¥

li

xa + (¢ + u — al)

it

xa + W, EXw = —aci [133]
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Si no disponemos de variables instrumentales, el Ginico método posible en la
) P

practica es aplicar minimos cuadrados ordinarios. No es dificil demostrar que

para un namero elevado de observaciones se cumple

é =~ a(l — ot)o?)
R* =~ 4*0%jc2 [134]
Como 62 = ¢%(V) + o%(x*), se cumple que |d| < a, es decir, que el uso de
indicadores sesga los estimadores hacia cero (aunque no su signo) y también las
medidas de ajuste. Todo ello hace que sea mas dificultoso detectar la relacién

buscada. Consideremos ahora el problema de la eleccién de indicadores y
supongamos que tenemos el siguiente modelo

= ax + &
bx + V
=c¢x + u [135]

T N R
I

donde el parametro de interés es ‘a’, pero la variable “x’ no es observada y en su
lugar disponemos de dos indicadores observados ‘2z’ y ‘w’. Suponemos también
que se cumplen las condiciones usuales de ortogonalidad entre regresores y
errores, y de independencia entre estos tltimos.

No es dificil demostrar que al sustituir ‘4’ por ‘2’ en la primera ecuacién de
[135], el sesgo obtenido sera

plim & —.a = a(l — 62/62)}b — a

y el obtenido al utilizar ‘@’ se obtiene analogamente. Como los pardmetros de
esta expresién no son identificables, no es de mucha utilidad. En la practica, la
alternativa es recurrir a técnicas multivariantes de reduccién de dimensionali-
dad, mas concretamente, el andlisis factorial, el de componentes principales, y
el analisis de correlaciones candnicas.

Otro problema bastante comtn es el de los ajustes excesivamente bajos. Aun-
que en principio esto no tiene porqué ser anormal, implica que las relaciones
econdmicas entre las variables son débiles. Esta conclusién parece dificil de
creer, y la explicacién que surge naturalmente es que hay variables omitidas.
Para ilustrar este hecho recordamos que en el modelo

T = x131 + xZBZ -+ £, xl’xz = O [136]

el R* puede descomponerse en la forma

R = R? + R? [137]
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siendo R; y R, los coeficientes de correlacién total entre (¥, x), (1, x,)
respectivamente. Consideremos ahora el modelo dindmico,

Y=aY., + xB+5¢ Y x=0 [138]

sia = 0,7, la contribucién de ¥_; al R? es 2> = 0,49. Si R? = 0,7, resulta que
la contribucién de ¥_, al R? es aproximadamente el 70 por 100. Este ejemplo
ilustra la contribucién relativa de los aspectos dindmicos a los ajustes de ecua-
ciones. Como de hecho, las relaciones econémicas son dindmicas, omitir este
aspecto puede ser una explicacién de los pobres ajustes obtenidos en muchos
estudios empiricos (aparte de los sesgos que esta omisién implica).

b) CRITERIOS DE ELECCION

Finalmente, un problema algo mas sutil es el de la seleccién de los datos con
criterios preespecificados (muestreo no aleatorio). Por ejemplo, se plantea cuan-
do se seleccionan empresas de acuerdo a su tamafio, a que cotizen o no en
Bolsa, etc. Consideremos el siguiente modelo

Zi=m+ & Eeg=0, Eg) =0 i), E?=g> [139]

y supongamos que seleccionamos las observaciones de forma que J; pertenece a
la muestra si ; > Z*. Es evidente entonces que

EE(Z > z%) # 0 [140]

y asi, la estimacién usual de la media ‘m’, estara sesgada. Lo mismo ocurre en el
modelo de regresion, en el que m = xB, y por lo tanto, los estimadores MCO
serdn sesgados. Si los valores J; < z™ no se observan, el modelo cae dentro de
la categoria de los modelos «censurados» discutido en la seccién 2. De todas

formas, es un problema que aunque sea de dificil solucién en muchos casos, es
importante ser consciente de que existe.

4. Programas

Es un hecho conocido que la evolucién del software en general, incluido el
economeétrico, en los Gltimos afios es muy rapida. Esta evolucién rapida propi-
ciada por la evolucién técnica hace obsoleto ripidamente cualquier analisis
detallado de los programas existentes. No obstante, si pueden darse algunas

ideas generales sobre las disponibilidades econométricas para el usuario no
especialista.

Existe una variedad considerable de programas que poseen varias, o la mayoria
de las modalidades de estimacién sugeridas en la seccion 1. Casi todos los
programas estan disponibles en versién iterativa, y para ordenadores personales
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(PC). El precio varia considerablemente de unos a otros, pero las versiones
para PC son relativamente baratas, ya que en general se venden de una vez por
todas (no hay contratos temporales de alquiler debido a la facilidad de sortear
los sistemas de seguridad).

Los programas que incluyen alguna o varias de las opciones para datos de
«cross-section» son los cldsicos de analisis multivariante a los que se ha afiadido
rutinas econométricas, y los programas econométricos tradicionales. Entre los
primeros estan los siguientes: BMDP, SAS, SPSS; y entre los segundos el TSP y
el SORITEC. Todos estos programas disponen de opciones para tratar los
problemas discutidos en este trabajo.

Desde el punto de vista de los modelos de la seccién 2, un programa puede ser
evaluado atendiendo a ciertas caracteristicas que se comentan brevemente a
continuacién. En primer lugar, para estimar los modelos de efectos fijos (EF) y
efectos aleatorios (EA) con datos de panel, es suficiente con un programa de
regresién ordinaria. También es conveniente que los datos puedan ser manipu-
lados con facilidad de modo que se puedan calcular medias por subgrupos, etc.
Si el ntimero de datos a analizar es alto, es conveniente también que el
programa disponga de un método de lectura eficiente (en general, con formato
fijo, no libre). En lo que se refiere a modelos de respuesta cualitativa, es
suficiente con que un programa ofrezca una de las dos posibilidades, probit o
logit, ya que en la practica suelen dar resultados similares. Para los modelos
multinomiales, basta con disponer de la opcién logistica. La versién probit
multinomial es muy costosa, y los modelos logisticos condicionales, que son de
uso complicado, pueden ser sustituidos por modelos binomiales o multinomiales
secuenciales (véase secciéon 2).

Respecto a los modelos truncados, con el basico, pueden tratarse una gran
variedad de casos practicos. Esraro que los programas ofrezcan versiones mas
complicadas pues, en general, tienen que ser disefiados a la medida del proble-
ma que se quiere tratar. Tampoco suele ofrecer ningtin programa modelos para
variables dependientes discretas (Poisson u otras distribuciones). Lo que si es
atil en estos casos, es disponer de una rutina que optimice una funcién arbitra-
ria suministrada por el usuario. Para que esta opcién sea 1til, el programa debe
ser lo suficientemente flexible como para permitir una definicién sencilla de la
funcién maximo verosimil. Finalmente, cuando se dispone de un elevadisimo
nimero de observaciones, es muy util disponer de una opcién que permita
seleccionar observaciones para la estimacién (por ejemplo, en la fase de especifi-
cacién, esta opcién puede hacer menos gravosa econdmicamente la estimacion
del modelo, sin perjuicio de que en la fase final se estime con toda la muestra).

Un programa que incluye muchas de estas opciones es el TSP en su versién 4.1.
En la versién para PC, no todas las opciones estin disponibles en la actualidad,
pero lo natural es que en un futuro préximo lo estén. Una ventaja adicional de
este programa es su precio: para dar una idea, el coste de la versién 4.1 para
una institucién que posea la versién anterior es de 1.000 ddlares (el programa
se vende de una vez por todas, no se alquila). La versién para micros, tiene un
precio de 300 délares y también se vende definitivamente. El SORITEC es un
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programa bastante parecido en opciones y sblo es ligeramente mas caro. De
todas formas hay algunas diferencias entre ambos. El resto de los programas
mencionados, SAS, BMDP, SPSS, son fundamentalmente programas de anali-
sis multivariante, aunque también incluyen bastantes opciones econométricas,
especialmente el SAS. El BMDP esta pensado fundamentalmente para analisis
de datos médicos y biolégicos. E1 SPSS para analisis socioldgicos y el SAS es un
programa muy amplio que se vende por médulos que incluyen, un bloque
econométrico, otro para graficos, etc. Este uiltimo programa es especialmente
versatil para el manejo basico de datos (transformaciones, agrupaciones, etc.),
aunque es uno de los mas caros. Una de sus ventajas es que dispone de opciones
para tratar eficientemente, modelos con un nimero elevado de datos, como
son, seleccién de observaciones, cilculo de estimadores a partir de estadisticos
suficientes, etc.

Aunque suele ser ficil comunicarse con los distribuidores, se ha pensado que
puede ser util finalizar esta seccién, recogiendo las direcciones comerciales de
los programas mencionados. Las direcciones son las siguientes:

TSP

TSP international

928 Mears Court
Stanford, California 94305
USA

SORITEC

North-holland

(a division of Eisevier Science Publishers)
Attn:E. van Koten

P.O. Box 1991

1000 BZ Amsterdam

The Netherlands

BMDP

BMDP Program Librarian

Health Sciences Computing Facility
AV-111, CHS

University of California

Los Angeles, CA. 90024

ISA

SAS

SAS software limited

The Centre, 68 High Street
Weybridge, Surrey KT13 8BL
United Kingdom
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SPSS

SPSS
Avelingen West
P.D. Box 115

4200 AC Gorinchem
The Netherlands

Apéndice 1. Obtencion de las transformaciones para
la aplicacién de los modelos de efectos fijos y aleatorios

Consideremos el modelo siguiente,

Yi=2zy +%'B+ & i=1.,N

t=1,., T LAL]

donde ‘g;;’ son errores no observados, ‘z;’ representa un conjunto de variables
artificiales temporales e individuales (N — 1 individuales, T — 1 temporales, y
una constante general), y ‘x;,’ agrupa el resto de las variables que determinan el
comportamiento de la variable de interés ‘y;’.

Definamos,

= (y‘ila 2/;'2: iy Tl)
Y = (11, 13 s Xy) - [A2]
y similarmente ‘z’, ¥, X°. Utilizando los resultados de la regresién particiona-

da, obtenemos para la estimacién minimo cuadratica del vector § en [Al], la
siguiente expresién,

B = (XMX)"' XM, Y [A3]
donde

M, =1- 2%
MM, = M, [A4']

de modo que el resultado de [A3] puede obtenerse también regresando las
variables (X, ¥) independientemente en £ en un primer paso, y en un segundo
paso regresando los residuos de ¥ en los de X. Este resultado es particularmente
util en el presente contexto, pues permite simplificar considerablemente la
estimacién de f que es el vector de pardmetros de interés. Mas concretamente,
puede demostrarse lo siguiente,

M, = Iy — 4 — B + Jar [A3]
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donde
: 1
4= Uy®Jn) =

B

1
(Un ® J) 5

1

C = (1 ® Jr) 3z = Iyr(ﬁ) [A6]

y donde Jy es una matriz cuadrada de unos y de dimensién N, y Iyr es la
matriz unidad de orden NT.

Es sencillo comprobar las siguientes relaciones,

4% = 4
B* =B
C?=¢C
4B = C
AC = C
BC =C [AT7]

de modo que efectivamente obtenemos M? = M,. Dadas las definiciones de
[A6] obtenemos los siguientes datos transformados,

rt = M,r
i =Y, -% -7 + 7. [A8]
donde
T
Y = le Y.lT
N
Y,= Y YN
=1
Y. = Y TJWNT) [A9]
- Lt

y similarmente para X y X*. Es decir, basta con llevar a cabo la_sencilla
transformacién de [A8] en todos los datos, y aplicar minimos cuadrados ordi-
narios, a los nuevos datos para obtener el estimador de B. Si se desea obtener
estimadores de los efectos individuales y temporales, se puede recurrir a la
segunda parte de los resultados de la regresién particionada, es decir,

7= (™' (Y - xB) [A10]
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Definiendo ¥ = (¥ — xB), es facil ver que se obtienen los siguientes estimado-
res,

P = 7

Po = 4, [All]

donde 4;, 7, estdn definidos andlogamente a %;, ¥, en [A9]. Estos estimadores
cumplen la restricciéon

1 " 1
RN AR 2 [A12]

como efectivamente debera ocurrir, ya que el nimero de efectos identificables
en un modelo de estas caracteristicas es ;N + T — 1.

Finalmente, los estimadores de & se obtienen por medio de la expresion,
G =Vyo =V, =V, + V. [A13]
y el estimador de ¢Z, utilizando la expresién usual que en este caso es,
6 = L&V - (T - 1) - K) [A14]

siendo ‘4’ la dimensién de B.

Supongamos ahora que en lugar del modelo [Al] de efectos fijos, el comporta-
miento de ‘Y;, se describe mejor por el modelo de efectos aleatorios expuesto a
continuacién:

Yy = Xy’B + &, i=1,.,N

[Al16]
&y = Uy + Uy + Wy, t = 1, ey T

donde (z, v, w) son errores aleatorios incorrelacionados entre si y para diferentes

valores de sus subindices, de media cero y varianza constante. Puede demos-

trarse que la inversa de la matriz de covarianzas de ‘¢’ es proporcional a la

siguiente matriz

H=1- (14— (M) B — (3 TMC [A17]
donde

Y1 = oi/(ay + To3)

Y2 = 03/(03 + Taf)

Ys = 11920(20% + Nol + Tol)/(o} + No} + Tol)] [Al8]

y las matrices 4, B, C han sido definidas en [A6].
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(El método para obtener [A17], consiste en obtener la descomposicién de la
matriz de covarianzas de ‘¢’ en sus raices y vectores caracteristicos. La inversa
se obtiene inmediatamente sustituyendo en la descomposicién la matriz diago-
nal de raices caracteristicas por su inversa. El interés del método estriba, por
supuesto, en que las raices y vectores mencionados son relativamente faciles de
detener. Este m#todo es debido a Hannan.)

El estimador éptimo de ‘B’ en [Al6] se obtiene ahora aplicando minimos
cuadrados generalizados. Esto requiere entonces la formacién de los siguientes
productos,

(Y’HX)
(X’HX) [A19]
Supongamos que podemos descomponer H en un producto de la forma H =

ww, donde w = w'. Entonces, los productos de [A19] pueden escribirse del
modo siguiente

Y’HX = VwwX = Y7X*
Xt = wX
Yt = wt [A20]
Es decir, que para obtener los minimos cuadrados generalizados basta con

aplicar minimos cuadrados ordinarios a las variables transformadas en (r +
X*). Supongamos ahora que la matriz w tiene la siguiente forma,

w= (I — ad — bB + (C) [A21]

Utilizando las propiedades de [A7] e igualando coeficientes, obtenemos los

siguientes valores para los coeficientes (a, b, ¢) que garantizan la propiedad ww
= H: :

a=1— 0,/0% + To?
b =1— o,//0% + Nok

¢ = (N?s — %+ a>) = V21 + /H(Trs + Mps) + (b + ) = 3)

[A22]

de modo que finalmente, las transformaciones de [A20] pueden escribirse como
sigue,

Y =% — ol — bY, + o [A23]

y similarmente Xjf .
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El caso en que uno de los efectos es fijo y otro aleatorio, es algo mas complejo,
pero pueden obtenerse las transformaciones andlogamente, utilizando los pro-
cedimientos descritos en este apéndice para los casos de efectos fijos y aleatorios
conjuntamente. (Esta técnica es la utilizada por Johnston en un caso mds
sencillo.)

Apéndice 2. Ordenes de magnitud de los sesgos
en el modelo dinamico

Para centrar la atencién en el problema de interés, vamos a suponer que el
modelo dindmico estd descrito por la ecuacién siguiente

Ye=0Y,1 +& i=1,.,N

A24
i u + W t=,., T [A24]

]

donde los simbolos poseen el significado usual, descrito en la seccién anterior.
La matriz de covarianzas de ‘¢’ en este caso estd dada por,

It

) (INT + Iy ® ]T)p)oﬁ,
p = azlok [A25]

Consideramos en primer lugar, el sesgo en la estimacién de ‘e’ obtenido al
aplicar el modelo de efectos fijos. La matriz de variables artificiales entonces es,

K= (Iy ® Ly) [A26]

y su matriz asociada A,

i

M, =1~ z2(Z2)7'7
I~ (Iy® jn)lT
I - B [A27]

It

Para calcular el sesgo, podemos considerar que ;N = o0 y T es un valor fijo.
Entonces, tomamos limites en probabilidad, en la expresién minimo cuadrati-
ca, que tenderan a las esperanzas de las expresiones relevantes. Es fcil ver que
la expresion de la que dependera el sesgo es,

77 2 B st [A28]
donde
gr = (I — B)e
=& — §

= Wy — Wy, [A29]
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Consideremos ahora
E(T,, t—18;) = "ETi, -1, = “Eyi. t—l(zx: w;JT)
= TI‘- Z Y, 1)

(1 4+ a+ o+ +o'72)

2 1
< - (1 _a) (el < 1)

[A30]

[

o
/(\
J=

Es evidente ahora que la expresién de [A28] es 0(1/T). Es decir, que el sesgo no
desaparece a no ser que 7 — 00. Lo que esto significa, es que si 7 es un valor
pequefio, aunque N sea alto, el tamafio del sesgo puede ser bastante considera-
ble, y ésta suele ser precisamente la situacién con datos en panel.

Podemos observar también que las expresiones de [A29] son idénticas si en el
modelo original, los efectos aleatorios ‘4’ son sustituidos por efectos fijos: en

otras palabras, el sesgo de [A30] es el mismo, sean los efectos verdaderos, fijos 0
aleatorios.

Consideremos ahora los sesgos obtenidos por aplicacién del método de minimos
cuadrados generalizados. La transformacién de [A29] se sustituye ahora por la
siguiente,

G = & — 98 = wy — P + u(l — @) [A31]

donde ¢ = 1 + O(1//T) (véase [A22] para el caso general).

La expresién a considerar en este caso es
NT 2 B -aei) [A32]

ya que la matriz de transformacién de los datos no es idempotente (véase [A20]
y [A21]).

Como ocurre que

E(Yw) = of

E(Yiu) = Z (Yiw) = oF [A33]

t
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es facil obtener el siguiente orden de magnitud,
E(1Fioqed) = BT, o — ¢ (8 — &) = 0(1/T)  [A34]

vaque ¢ = 1 + O(IIﬁ ). Es decir, el sesgo del estimador de minimos
cuadrados generalizados serd de mayor orden de magnitud, aun en el supuesto
de que los efectos sean aleatorios. Para interpretar este resultado, notamos en
primer lugar, que si 62 — 00, @ = 1, y el estimador tiende al de efectos fijos
[A22]. Entonces, si 62, es alto en relacién a o2, serd mas conveniente utilizar el
estimador de efectos fijos. Pero si g2 es bajo en relacién a 62 es probable que la
varianza del estimador de minimos cuadrados generalizados sea bastante me-
nor, de modo que compense el sesgo, y dé finalmente un error cuadritico medio
menor. Hay que resaltar, que en la practica, suele darse precisamente que 67 es
bastante bajo en relacién a o3.

Apéndice 3. Calculo de las medidas de ajuste en modelos
de variables dependientes cualitativas

En el caso del modelo lineal, la estimacién restringida consiste en hacer B = 0
en el modelo

Y, = a + x’B + [A35]

es decir, que en el modelo restringido, solamente se estima la media de Y.

En el caso del modelo logistico binomial [37] haciendo B = 0, obtenemos

P =1) = 7oy = 12 [A36]

si no hay constante. Si la hay, ocurre lo siguiente Xi’B = By + B,

a

s a = €éd>° A37
1+aae" [A37]

plt=1) =

de forma que f; = § = (N,/N) siendo N, el nimero de individuos que escogen
la alternativa 1. Entonces, la funcién de verosimilitud restringida es,

¢ = (MMM (1 — Ny MF=H [A38]

Si ¥ = 20V, es facil comprobar que 0,75 R? = R?, de modo que la correccién
de [48] es substancial. El caso probit binomial se analiza similarmente.
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Para analizar el caso logistico multinomial, notamos, en primer lugar, que s

preciso normalizar la expresién [58]. Para ello multiplicando el numerador y
denominador de esta expresién por exp () obtenemos lo siguiente:

exp (o + x ’B)/ Y. exp (¢ + x;B) [A39]
K=0

Si hay una constante en x;;, podemos escribir

xi;-’B = BO + xlij’Bl
o + xij’B = (a -+ Bo) + xlij,Bl = xij’B+ [A4’0]

de modo que la constante no estd identificada. Una manera de eliminar esta
indeterminacién es hacer @ = —x;’B, de modo que [A39] se convierte en,

m
exp (Zij ( Z 'ZU’B ) [A‘“']
B = (x5 — x0)’'B
con lo cual la constante queda eliminada. Para evaluar el caso restringido,

haciendo B = 0 obtenemos, p;; = p; = (1/m). Un supuesto mas razonable es el
siguiente:

w8 =9 + %178 [A42]
de forma que
RifB = (y; — ¥o) + (%155 — %1:0)’By = 7; + 25’y [A43]
y ahora en la estimacién restringida haremos B; = 0 obteniendo,
by = py = NIV
6 = I V™ [A44]

Otra medida del éxito del modelo frecuentemente utilizada, es la proporcién de
casos correctamente clasificados sobre casos totales.
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Abstract

This paper is a survey of currently available techniques for the statistical treatment of
panel data. The paper is adressed to the applied researcher, so that the more theoretical
aspects are avoided. The main topics dealt with are, the fixed and random effects
models, qualitative, censored, and truncated models, and some applications of the
analysis of variance and non parametric methods.
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