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OBSERVACIONES INFLUYENTES EN MODELOS
ECONOMETRICOS

Daniel PENA *
Universidad Politécnica de Madrid

La importancia de cada observacién en la construccion de un modelo econométrico es generalmente muy
distinta: es frecuente que un pequefio nimero de observaciones, que llamaremos observaciones influyen-
tes, sea responsable de las propiedades mds relevantes del modelo. La identificacidn de estas observacio-
nes es vital para juzgar la robustez del modelo construido y para evitar graves errores de especificacion
tanto en los modelos estdlicos (seccion transversal) como dindmicos. Este trabajo ilustra este problema
en modelos de regresion, presenta algunas medidas de influencia, analiza el efecto de las observaciones
influyentes en la seleccion de modelos mediante el coeficiente de correlacion y presenia un criterio de
robustez interna para elegir entre modelos.

1. Imntroducciéon

Una ley empirica sobre la dimensién es que el «tamafio» de las cosas es muy
desigual: existen siempre unos pocos elementos «grandes» que son responsables
de una gran parte de la dimensién agregada y muchos elementos «pequefios»
que contribuyen individualmente muy poco al conjunto total. Esta ley, que se
conoce a veces en Economia como el principio de Pareto, se ha encontrado en
campos tan distintos como la-Economia (distribucién de la renta, tamafio
empresarial), Geografia (tamafio de rios, montafias, ciudades), Ingenieria (ti-
pos de defectos en Ingenieria de Procesos) o Lingiiistica (uso de las palabras de
un idioma), y se resume a veces en la expresién: «pocos relevante y muchos
triviales».

Un descubrimiento reciente es que esta ley aparece también al estudiar la
informacién de cada observacién en un modelo econométrico: unas pocas
observaciones suelen ser responsables de la mayoria de las propiedades relevan-
tes del modelo. Podemos tener un modelo con 1.000 observaciones y que tenga,
sin embargo, en los aspectos mas importantes, la fiabilidad y precisién de uno
de 10.

Estas ideas se han desarrollado y hecho operativas en los Gltimos afios para
modelos de regresién estaticos, Belsley et. al. (1980), y Cook y Weisberg (1982)
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han sido pioneros en el desarrollo de métodos para medir la influencia de las
observaciones. La extensidon de estas ideas a modelos dindmicos estd actual-
mente en sus inicios (Pefia (1984}, (1985), (1986a), 1986b)).

Este trabajo estd estructurado como sigue: la seccién 2 presenta un ejemplo de
un modelo de regresién de seccién transversal para relacionar indicadores de
tamafio empresarial donde las propiedades del modelo dependen crucialmente
de una observacion. Este ejemplo pone de manifiesto los riesgos de no tener en
cuenta la robustez interna, o estudio de la influencia en la muestra, y la
necesidad de un estudio diagnéstico del efecto de cada observacién.

Los fundamentos estadisticos de estos instrumentos diagnosticos se desarrollan
brevemente en las secciones tres y cuatro y se aplican al ejemplo anterior. La
seccién cinco analiza los riesgos de utilizar un criterio automdtico, como el
coeficiente de correlacién corregido por grados de libertad o el criterio de
Mallows para seleccionar entre modelos cuando hay observaciones influyentes.
Finalmente, la seccién seis define el coeficiente de robustez de un modelo como
un criterio Gtil para la seleccién de modelos de regresion.

2. Analisis de algunos indicadores de tamaiio
empresarial por paises

Para ilustrar los problemas que introducen las observaciones influyentes en los
modelos econométricos de corte transversal o estaticos, utilizaremos unos datos
de Berges (1986) sobre los valores medios de cuatro indicadores de tamafio en
las empresas de quince paises, que se presentan en cuadro 1. Supondremos que
se desea construir un modelo para prever las ventas medias de las empresas de
un pais en funcién de los otros tres indicadores de dimension.

Cuapro 1
Datos medios de dimensién empresarial

Pais Ventas Activos Empleados R. Propios
Espafia 249 454 3.358 166
EE.UU. 3.334 2.612 15.230 1.209
Alemania 707 542 7.391 119
Inglaterra 511 352 7.307 243
Francia 477 535 6.306 91
Suecia 142 137 2.075 34
Suiza 494 475 6.163 215
Holanda 301 227 ©3.517 70
Ttalia 109 100 874 16
Bélgica 167 124 1.267 37
Noruega 100 81 894 14
Dinamarca 84 67 978 20
Finlandia 119 100 1.350 15
Portugal 35 46 1.302 16
Irlanda 237 283 3.668 80

Nota:  Las medidas monetarias van en miles de délares USA. Los datos provienen de una muestra
de las 8.500 empresas europeas con mayor cifra de ventas y las 500 mayores americanas. Tomados
de Berges (1986).
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Existe considerable evidencia de que para describir adecuadamente o relacio-
nar variables que representan dimensién (sea esta de ciudades, empresas, con-
tribuciones cientificas o consumo de electricidad) es conveniente utilizar loga-
ritmos (véase Simon, H. (1978}). Los graficos bivariantes de las ventas respecto
a los otros indicadores parecen confirmarlo, aunque no hay que conceder
mucho peso a esta informacién que puede ser engafiosa. (Véase Pefia (1987,
cap. 13}). En consecuencia se han ajustado distintos modelos a los datos sin y
con logaritmos (cuadros 2 y 3). El mejor modelo del cuadro 2 es el que incluye
los Activos y Recursos propios como variables explicativas: tiene la menor
varianza residual, (§3) y, por tanto, el mayor coeficiente de correlacién corregi-
do por grados de libertad (R). (Para simplificar la exposicién, no incluimos el
criterio C, de Mallows ya que su comportamiento es similar al de R?, véase
Kennard (1971}). El mejor modelo para las variables en logaritmos es, con los
mismos criterios, el que incluye Gnicamente log 4 como variable explicativa.

Cuapro 2
Resumen de modelos de regresion del tipo V = ﬂo + 26X,

Bo B4y  BINE),  B(RP) ir R? R
34 0,86 0,006 08l 104 0987 0,984
(0,27) (0,017} (0,51
-93,3 0,91 — 0,79 100 0987 0,985*
(0,23 (0,49}
-50 1,27- — — 106 0,984 0,983
(0,04)

Nota:  Las variables explicativas son Activos {4); Numero de empleados (VE)
y Recursos Propios {RP). Entre paréntesis errores estandar de los coeficientes. R?
es el coeficiente de determinacién v R? el corregido por grados de libertad, v §3
la desviacion tipica residual. El * indica mejor modelo con los criterios de la
tabla.

Cuapro 3
Resumen de modelos de regresién del tipo log ¥ = f, + ZB;In x;

B Blog A flog NE flog RP Sk R? R?

~028 095 0,086 —0015 0,296 0942 0,927
(0,26)  (0,27)  (0,22)

0,1 0,982 — 0,017 0,285 0,942 0,932
(0,23) (0,19)

0,064 1 — — 0274 0942 0,937*
(0,07)

Nota:  Las variables explicativas son los logaritmos de las de el Cuadro 2. El *
indica el mejor modelo con los criterios de la tabla.

Una préctica frecuente en la literatura economeétrica es seleccionar el modelo
final mediante R? o R?. Esta regla carece de justificacién cuando la variable
dependiente no es la misma (por ejemplo, en uno es V' y otro log V), y conduce
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con alta frecuencia a modelos mal especificados cuando hay observaciones
influyentes, como veremos en la seccién 5. El criterio a seguir para comparar
modelos con distintas transformaciones de la respuesta es ver cuil de ellos
verifica la hipétesis basica de linealidad, normalidad, homocedasticidad e inde-
pendencia. Cuando no pueda discriminarse entre ellos en estas bases, un crite-
rio adicional es efectuar un estudio de sensibilidad para escoger el mas robusto.

El grafico 1 muestra los residuos de la regresién con datos sin transformar y el
cuadro 4 lista estos datos ordenados, como en el grafico, por valores previstos de
J. Aunque en el grafico no se aprecia bien, el cuadro 4 muestra claramente
curvatura: los valores positivos se concentran al principio y al final, y los
negativos aparecen juntos entre ellos. Esto sugiere que la relacién no es lineal.
Ademas, el histograma de los residuos, grafico 2, muestra que su distribucién es
muy asimétrica, lo que de nuevo sugiere la necesidad de transformar los datos.
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Gréfico 1. Residuos de la mejor regresién de datos sin transformar.
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Cuapro 4
Datos del grafico 1

Py

y 4
5,6 29,4
30,7 53,3
47,9 59,1
71,6 37,3
73,4 45,6
103,2 63,8
129,5 19,5
240,7 60,3
311,4 —745
411,5 99,5
542,7 ~275,7
561,4 —67,4
637,2 ~160,2
649,9 57,0
3.974,2 59,8

Al aplicar este mismo anélisis al modelo con las variables en logaritmos, se
obtienen los resultados que se resumen en los graficos 3 y 4 y en el cuadro 5. E]
modelo en logaritmos parece méis adecuado a pesar de tener un R? menor.

Una relacién bien establecida no debe modificarse radicalmente al eliminar o
introducir un nuevo dato muestral. Para confirmar este aspecto, eliminaremos
de la muestra el dato de EE.UU. y reestimaremos el modelo con los 14 datos
europeos con y sin transformaciones. El cuadro 6 resume el resultado de este
estudio de sensibilidad para los datos sin transformar. Se observa, que la
relacién es muy inestable, ya que los coeficientes cambian sustancialmente. De
hecho, la variable mas importante ahora para explicar las ventas de las empre-
sas europeas es el nimero de empleados, en lugar de las variables financieras, y
el mejor modelo, sefialado con un * en el cuadro 6, incluye ademas los recursos
propios pero con coeficiente negativo. Ademas la combinacién de variables que
condujo al mejor modelo con todos los datos (4 y RP, véase cuadro 2) es
claramente el peor modelo para los datos europeos.
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Grafico 3. Histograma de los re-
siduos del modelo en logaritmos.
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Grafico 4. Residuos frente a valores previstos para el modelo en logaritmos.

Cuabro 5
Residuos y valores
previstos por el
modelo en logaritmos

log § ¢

3,89 -0,34
4,27 0,15
4,46 0,14
4,67 0,10
4,67 0,02
4,89 0,22
4,99 -0,03
5,49 0,21
5,71 -0,25
5,93 0,30
6,19 —-0,67
6,23 -0,03
6,35 -0,19
6,37 0,19
7,94 0,17

Cuabpro 6

Modelos para datos sin transformar excluyendo EE.UU. Debajo
de cada coeficiente entre paréntesis su error estindar de estimacién

Bo B4 BWE) BRP) % B R

-927 018 008 —045 5356 0,947 0,931
0,19)  (0,02)  (0,35)

191 085 — 0,40 9566 0,779 0,813
(0,22) (0,54)

2,6 — 009  —0,42 53,38 0,942 0931*

0,01)  (0,35)

46 — 0,08 — 544 093 0,928

(0,008)
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Por tanto, las conclusiones que podemos extraer de estos datos dependen
totalmente de la inclusién o exclusién de la observaciéon de EE.UU. que, en
consecuencia, es muy influyente. Ademads, si analizamos los residuos del mejor
modelo de el cuadro 6 (indicado por (*}) (graficos 5 y 6) se observa que la
distribucién de los residuos es bastante simétrica y que ha desaparecido la
curvatura indicativa de no linealidad. En resumen, una sola observacién (el
dato de EE.UU.} es responsable de las siguientes propiedades del modelo:

(1} qué variables son significativas;
{2) signo de los coeficientes;
(3y falta de linealidad;

{4) falta de normalidad de los residuos.

e
lGO—r
i .
80—
E °
— ® e
~4 [ 2 ® L d
0 — e o
~ °
- e o
.1 [ ]
- 80— o
1 1 T T T ﬁ% 9
50 200 350 500 650 800

Grafico 5. Residuos frente a valores estimados para el modelo (*) de el
cuadro 6.
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Grafico 6. Histograma de los re-
siduos del modelo (*) del cuatro 6.
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Si analizamos los datos europeos en logaritmos, se obtiene un modelo similar al
construido para toda la muestra, por lo que concluimos que el mcdelo en
logaritmos no cambia sustancialmente.

Este ejercicio muestra la importancia de un analisis de la influencia de las
observaciones para obtener conclusiones razonables de los datos. Tenderemos a
desconfiar de una teoria basada en una evidencia empirica tan débil como es
una unica observacién. El lector puede pensar que los problemas del ejemplo
son debidos al pequefio tamafio muestral y que se resolverian con una muestra
grande que nos pondra a salvo de esta inestabilidad. Como veremos en las
secciones siguientes esta intuicién es errénea y el lector puede encontrar ejem-
plos de observaciones influyentes en muestras a partir de 450 datos en Pefia y
Ruiz-Castillo (1982, 1984).

3. La influencia potencial de cada observacién
3.1. Fundamentos

Vamos a demostrar que la influencia potencial de cada observacién en un
modelo de regresién depende de la similitud entre los valores de las variables
explicativas en dicho punto y los valores medios en la muestra. Cuanto mas
«heterogéneo», en este sentido, es un punto mayor serd su capacidad de in-
fluencia. Los resultados que presentamos a continuacion, son debidos a Box y
Draper (1975), Mosteller y Tukey (1977) y Huber (1980) entre otros.

Consideremos el modelo de regresion lineal estandar:
Y=xp+U

donde ¥ es un vector de n observaciones de una variable respuesta o enddgena,
X es una matriz nx(k + 1) con los valores en columnas de & variables explicati-
vas y una columna de unos, f es un vector de (k + 1) pardmetros y U un vector
de variables aleatorias independientes normales, de media cero y varianza o>
constante. En estas condiciones, es bien conocido que la estimacién minimo-
cuadratica del vector ¥ es:

Y= XXX)"'X'Y = VY (1]
llamando V a la matriz cuadrada de dimensién 7, simétrica e idempotente que
proyecta ¥ sobre el espacio definido por las columnas de X. Los residuos de la
relacién se definen por:

e=V-T=(-WT 2]

donde [ es la matriz unidad. Por tanto, la matriz de varianzas y covarianzas
para las predicciones sera, segin [1]:

Var (7) = Vo? [3]
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y para los residuos
Var (¢) = (I = V)a? [4]

que implica que la varianza de la prediccién en la observacién iésima definida
por la fila x; de la matriz X ser:

Var (§)) = o%y; (5]

siendo z; el elemento iésimo de la diagonal de la matriz V que, segn [1], se
calcula como:

o d -1
vy = (X' X) " x (6]
Ademis, la varianza del residuo iésimo sera:

Var (g) = o2(1 — uy) 7]

como se deduce de [4] y de la descomposicién ortogonal y; = #; + ¢, donde se
verifica el teorema de Pitagoras.

6? = Var (y;) = Var (§;) + Var (g)

Como la varianza es siempre positiva, las ecuaciones [5] y [7] indican que los
términos vy seran siempre positivos y menores que la unidad. También mues-
tran que estos términos v determinan la precisién de la estimacién de cada
punto. Segtn [5] cuanto mayor sea v; mayor sera la varianza, o equivalente-
mente, menor la precisién, en la estimacién y viceversa. La importancia de
estos términos radica en que en la estimacién de los parametros del modelo
cada observacién interviene con un peso que es funcién de ellos. Por ejemplo,
en regresion lineal simple la pendiente de la recta se estima mediante:

g = z(uﬁ - %)bi (8]

donde b; = (y; — 7)/(x; — %) es la pendiente de la recta que pasa por el punto
(yix;) (véase Pefia (1987) Cap. 12). Por tanto, la pendiente estimada es una
media ponderada de las rectas que unen cada punto con el centro de gravedad
de las observaciones. La expresién [8] corresponde a un promedio ya que los
coeficientes que multiplican a cada pendiente parcial suman la unidad. En
efecto, en regresion lineal:

1 1 (0 — %)?
I P

(9]
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se demuestra que, en el caso general de k regresores, los términos v;; verifican las
propiedades siguientes:

a) v; = - (1 + d;),siendo d; = (x; — %)'S™'(x; — %) la distancia entre cada
n

punto x; y la media ¥ estandarizada por su matriz de varianzas y covarian-
zas S. Observemos que si las observaciones x estuviesen incorreladas (§
fuese diagonal) d; se reduce a:

=1 57
y es por tanto una suma de las distancias estandarizadas para las £ varia-
bles. Si las variables exdgenas o explicativas estan incorrelacionadas 4; tiene
en cuenta la dependencia ya que las lineas de nivel de la distancia d; son
elipsoides con centro %. En efecto, entonces la matriz de varianzas y cova-
rianzas de las observaciones, S, no serd diagonal y el conjunto de puntos
definido por d; = cte., serd un elipsoide ya que § se supone definida
positiva.

b) 1/n < v; < 1. Esta propiedad es inmediata a partir de la anterior. Como el
valor minimo de d; es obviamente cero, v; no puede ser menor de 1/n,
ademads, por [7] debe ser menor que la unidad.

¢) Zu; = rango (X) = k£ + 1. Este resultado se deduce teniendo en cuenta
que si los productos existen, traza (4B) = traza (BA), por tanto:

Zy; = traza (V) = traza ((X'X)7'X'X) = traza () = k + 1

3.2.  El nimero equivalente de observaciones

La varianza al estimar una media con n datos es 6%/n. Como la varianza al
estimar la media en el punto x; es ¢%[o; ', v; ' puede interpretarse como el
numero equivalente de observaciones existente para esta estimacién.

La estimacién para ¥ es j. En este punto, al ser 4; = 0, v; = 1/n y las n
observaciones contribuyen igualmente a la estimacién. Para puntos alejados de
la media con I/ < v; < 1, el niimero equivalente de observaciones estara
entre 1 yn (n, = v;%).

Sig; = 1, n, = 1, y la precisién en la estimacién es equivalente a la que
tendriamos con una observacién. Para interpretar este resultado, observemos
que segln [7], la varianza del residuo en dicho punto sera cero, es decir, el
residuo tomard siempre su valor esperado que es cero y por lo tanto, la
ecuacién de regresion pasari siempre por dicho punto, sea cual sea el valor
observado para y. En consecuencia, puntos con valor de v; préximo a uno, o con
un nimero equivalente de observaciones sensiblemente menor que las demas,
son potencialmente influyentes.
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La ecuacién [8] muestra que los v; equivalen también en la estimacién de la
pendiente al nimero de observaciones disponibles en cada punto. En efecto, la

media de & observaciones x;, ..., xx que aparecen con frecuencias relativas
Sfr(i) es: '

¥ = Zfr(d)x {10]
comparando esta formula con la [8] concluimos que los términos »; — 1/n se

comportan como frecuencias relativas en la estimacién de la pendiente a partir
de las pendientes parciales.

Sefialaremos por tultimo que los valores u; de influencia potencial pueden
interpretarse, en términos intuitivos aunque poco precisos, como la probabili-
dad que tienen a prior los puntos de ser influyentes: si »; es muy préximo a
uno, el punto es con seguridad influyente, mientras que si z; es pequefio
(préximo a 1/n) es muy dificil que lo sea. Esta interpretacion proviene de que si
llamamos ji; a la previsién que haria un modelo sin incluirle para el punto (y;,
x;) cuando se construye se verifica segtin [1]:

Ji = wn + ; i) (1]
JFi

por tanto, segin [10] z; representa la «frecuencia relativa» asignada a la
observacién y; en la estimacién de la media §;. Esta expresién puede también
escribirse (Pefia (1987, Cap. 13)):

Ji= v + (1 — wa)i [12]

que presenta la media como una combinacién lineal del valor «a priori» _y; con
peso v; y el valor estimado con el resto de la muestra, j, con peso (1 — 7).

Por tanto, el valor v; puede interpretarse como el peso relativo que se asigna a
la observacién y; frente al resto de la muestra para determinar las propiedades
del modelo para x = x;.

3.3.  Aplicacidn al estudio de la dimension empresarial

El grifico 7 muestra las curvas de nivel de los coeficientes »; de influencia
potencial en cualquier modelo de regresion lineal que contenga los 15 datos de
activos y recursos propios de el cuadro 1 como variables explicativas. Se
observa que la influencia potencial de EE.UU. es enormemente mayor que la
de cualquier otra observacién y, por tanto, cualquier modelo basado en estos
datos tendra que analizarse con gran precaucién. Se observa también que un
punto no necesita tener coordenadas «grandes» para ser muy influyente. Un
pais con las coordenadas del punto x tendria tanta influencia como EE.UU,,
aunque sus activos y recursos propios medios, al mirarlos aisladamente, no
destacarian del resto de los paises. A gran distancia del efecto de EE.UU.
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Grafico 7. Influencia potencial de los 15 paises.
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Grafico 8. Influencia potencial de los paises europeos.
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aparecen Francia, Alemania e Inglaterra. Los dos primeros paises tiene relati-
vamente empresas con activos muy altos con relacién a sus propios recursos,
mientras que a Inglaterra le ocurre lo contrario. La influencia de estos tres
paises es, sin embargo, mucho menor que la de EE.UU., teniendo: s(Francia)
= 0,43; o(Inglaterra) = 0,37; v(Alemania) = 0,30.

Al eliminar el dato de EE.UU. se obtienen las curvas del grafico 8. La observa-
cién mas influyente es Inglaterra (v; = 0,62) por las razones anteriores, pero su
efecto a priori es moderado.

La razén de que al expresar las variables en logaritmos disminuya la influencia
potencial de EE.UU. es clara a la vista del grafico 7. Los logaritmos disminu-
yen las distancias relativas entre los puntos aproximando su influencia poten-
cial. Observemos que si la muestra contuviese un punto de alta influencia del
tipo presentado por el pais imaginario X, su efecto no se eliminaria mediante
ninguna transformacién de las variables.

4. Influencia real de cada observacion

4.1. El Estadistico D. de Cook

Hemos visto en la seccién anterior que un punto sera influyente a priori si las
coordenadas de sus variables explicativas (o sus coordenadas de disefio) son
atipicas. Sin embargo, su influencia real en la estimacién es también funcién de
la respuesta realmente observada segtin la ecuacién [12], si ésta es andloga a la
prevista para ese punto con el resto de los datos, su influencia serd baja,
mientras que en caso contrario, ésta sera alta. Es intuitivo que, en consecuen-
cia, la influencia real puede medirse:

a) Por el cambio del vector de prediccién ¥ cuando se elimina dicho punto.
Una posible medida seria
(F = Te)(7 ~ Ty)

D) = 2 s [15]

donde ¥ = VY es la estimacién estdndar y f’(i) = XB; con By =
(X('i)X(i))‘lX('i)T(i), es la estimacién sin incluir la observacién i. Hemos
dividido por §% para hacer la medida adimensional y por el nimero estima-
do de parimetros para normalizar la expresion.

b) Por el cambio en la prediccién del punto i. Si f = xﬁﬁm, entonces,
dividiendo por la varianza de prediccién en dicho punto
. 1 S = o\
D,(i) = ( - [14]
U+ ) \ s o

¢) Por el cambio en el vector de parametros B. Estandarizando por su matriz
de varianzas como en casos anteriores, se obtiene:

1 (f - By) XX — Bw)
a2

(k+ 1) Sk (13

Ds(r) =
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Es facil comprobar que en un modelo de regresion estas tres medidas son
idénticas, es decir, siempre:

D =D, =D, =D,

Para jugar con el estadistico D —debido a Cook (1977)— cuando una observa-
cién es influyente utilizaremos la expresién [15]. Observemos que el intervalo
de confianza conjunto a nivel 1 — o para el vector de pardmetros f viene dado

por

B - ByXXPB - B
k + V5

<Fk+lLn—-F%F+1L1-a [16]

donde F(a, b; 1 — a) es el percentil | — o de la distribucién F con a 'y b grados
de libertad. Diremos que un punto (y;, ¥;) es influyente a nivel 1 — «, cuando
E(i) no estd incluido en el intervalo de nivel 1 — o construido a partir de f, es
decir, cuando

D@ > Flk + L,n —k+ 1;1 — a)

Esta influencia se refiere al conjunto del vector de parametros. Cuando existan
muchas variables es conveniente construir medidas de influencia parcial sobre
conjuntos de coeficientes. Estas medidas seran del tipo

(Bp - p(i))’(X’X)p(Bp - Bp(i))

PR

Dy(1) = [17]

donde ﬁp contiene p de los (k + 1) componentes de fy (X'X), es su matriz de
varianzas y covarianzas que corresponde a una submatriz de (X'X)”!. El
estadistico D, (i) es especialmente 1itil cuando tenemos una muestra grande ya
que entonces es raro que una observacién tenga gran influencia en fodos los
parametros del modelo, y, por tanto, con el criterio [16] una observacién sera
raramente influyente aunque su efecto en un grupo de coeficientes sea muy
destacado. La expresion [17] elimina este inconveniente. En particular, para
un coeficiente individual su cambio estandarizado medido por D,(z) debera
compararse con un ¢* de Student y, por tanto, podremos considerar influyentes
a aquellas observaciones que produzcan un cambio en un coeficiente individual
mayor de 2 desviaciones tipicas.

4.2.  Aplicacién a los dates de dimension

Las medidas de influencia para los datos de indicadores del tamafio de las
empresas ajustados al modelo que contiene 4 y RP como variables explicativas
sin transformar se resume en el cuadro 7. Se observa que una sola observacién,
que corresponde a EE.UU., determina muchos pardmetros del modelo (D, =
11,24). Esta observacién no es atipica, sin embargo, de acuerdo con un test de
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valores atipicos (7, = 1,42). La observacién era potencialmente muy influyente
(#; = 1,05) y su influencia se confirma por el valor de D;. Al eliminar este dato
y estimar el modelo anterior para los 14 datos europeos se obtuvo (cuadro 6):

Ml: 7 =191+ 0854 + 0,40 RP
(0,22) (0,54)

Cuabpro 7
Estadisticos de Influencia

vV V e 7 v i D;
1 249 519,51 -270,506 —2,79401 0,070080 14,2695 0,1961
2 3.33¢  3.300,19 33,813 1,41915 0,943679 1,0597 11,2485
3 707 562,17 144,829  1,73186 0,306208 3,2658 0,4413
4 511 487,85 23,154  0,29167 0,374811 2,6680 0,0170
5 477 533,71 — 56,705 —0,75371 0,438452 2,2808 0,1478
6 142 127,79 14,206  0,14754 0,080206 12,4678 0,0006
7 494 577,26  —83,256 —0,86748 0,086180 11,6036 0,0237
8 30! 237,84 63,160  0,65326 0,072594 13,7753 0,0111
9 109 80,03 28,975  0,30152 0,083867 11,9236 0,0028
10 167 118,38 48,624  0,50639 0,085316 11,7217 0,0080
11 100 61,22 38,783  0,40456 0,088287 11,3267 0,0053
12 84 53,26 30,737  0,32270 0,099928 10,0072 0,0039
13 119 79,24 39,765  0,41377 0,083723 11,9441 0,0052
14 35 31,06 3,939  0,04158 0,109690 9,1166 0,0001
15 237 296,52  -59,517 —0,61703 0,076980 12,9903 0,0106

y al estimar el modelo con las tres variables:

M2: V= -27+ 0118 4 + 0,08 NE ~ 045 RP;
(0,19) (0,02) (0,35)

Por tanto para los datos Europeos la variable mas significativa para explicar las
ventas es el niimero de empleados (¢ = 5,01) mientras que, como vimos
previamente, al incluir EE.UU. esta variable deja de ser significativa. Observe-
mos que la desviacién tipica de prediccién se reduce a la mitad al eliminar
EE.UU.

El cuadro 8 indica las medidas relevantes para el modelo M2 (que no utiliza el
dato de EE.UU.). Se incluye su valor previsto por el modelo, (1.115,69), que
estd muy por debajo del valor observado y la distancia de EE.UU. al resto de
los datos utilizando la expresion:

. -1
vgg.pu.(sin EE.UU.) = X'gp.pu. (X' X) (sin EE.UU.)x,EE.UU‘

Se observa que el nimero equivalente de observaciones para prever las ventas
en EE.UU. (observacién 2 del cuadro 7) cuando no se incluye en la muestra es

casi cero (0,0188). Por tanto, los datos europeos no permiten extrapolaciones
para EE.UU.
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Cuapro 8
Estadisticos de influencia al eliminar el dato de EE.UU.
Modelo con las tres variables como explicativas y sin transformar (M2)

14 v ¢ 7; vy 7 D;
1 249 267,49 —18,4868 —0,71032  0,7639 1,3091  0,40814

2 * 1.115,69 * * 53,1295 0,0188 *
3 707 621,62 85,3842  2,19929  0,4746 2,1068  1,09250
4 511 525,49 —14,4940 -0,58646 0,7871 1,2705  0,31790
3 477 547,59 ~70,5877 —1,82234 04771 2,0962  0,75737
6 142 169,62 -27,6208 -0,54645  0,1095 9,1322  0,00918
7 494 469,90 24,0962  0,54828  0,3268 3,0602  0,03648
8 301 282,88 18,1206  0,35609  0,0974 10,2669  0,00342
9 109 76,64 32,3601  0,65432  0,1475 6,7801  0,01852
10 167 102,38 64,6195  1,29163  0,1276 7,8364  0,06101
11 100 75,74 24,2599  0,49001  0,1457 6,8645  0,01024
12 84 77,17 6,8344 0,13826  0,1483 6,7417  0,00083
13 119 114,55 4,4530 0,08925 00,1324 7,5545  0,00030
14 35 100,73 -65,7325 —1,35833  0,1838 5,4415  0,10385
15 237 300,21 -63,2061 -1,22916 0,0784 12,7624  0,03211

Analicemos ahora los modelos en logaritmos. El cuadro 9 indica las medidas
de influencia para un modelo de todos los datos que contiene el activo en
logaritmos como una tUnica variable explicativa del logaritmo de las ventas. Se
observa que, al transformar, ningiin punto es muy influyente, lo que sugiere
que este modelo puede representar bien los datos en todo el rango de variacion.
Para comparar con el caso anterior, vamos a estimar el modelo en logaritmos
para las tres variables eliminando el dato de USA. El resultado es:

log 7 = —0,50 + 086 Ind + 0,20 In NE — 0,08 In RP,

(0,28) (0,29) (0,24)
fg = 0,297
R* = 0,88
Cuapro 9

Medidas de influencia para el modelo en logaritmos

In¥V InV e r v A D;

5,51745 6,19031 -0,672861 —2,58339 0,099100 10,0908 0,367638
8,11193  7,94251 0,169520  0,83445 0,451723 2,2137  0,286844
6,56103 6,36773 0,193303 0,75030 0,117152 8,5359  0,037351
6,23637  5,93550 0,300874 1,14409 0,080132 12,4793 0,057013
6,16752  6,35471 -0,187193 —0,72598 0,115692 8,6436  0,034477
4,95583  4,99054 -0,034713 -0,13209 0,081425 12,2812 0,000773
6,20254¢ 6,23559 —0,033058 —0,12732 0,103330 9,6778  0,000934
5,70711  5,49621 0,210903 0,79618 0,066698 14,9929  0,022651
4,69135 4,67529 0,016054 0,06196 0,106957 9,3495  0,000230
5,11799  4,89070 0,227291  0,86808 0,088152 11,3440 0,036425

SOOI O P WA —

—
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InV In¥ e r ¢ i D;

11 4,60517 4,46428 0,140889 0,35122 0,131063 7,6299  0,022914
12 4,43082 4,27426 0,156554  0,62207 0,157586 6,3457 0,036195
13 4,77912 4,67529 0,103829  0,40070 0,106957 9,3495  0,009615
14 3,55535 3,89769 —0,342343 —1,41698 0,223629 4,4717  0,289173
15 5,46806 5,71701 —0,248950 -0,94168 0070403 14,2040 0,033579

y las medidas de influencia se indican en el cuadro 10. Comparando este
modelo con el que incluye EE.UU. se observa que no cambia sustancialmente.

La conclusién de este ejercicio es que la mejor variable para prever las ventas
medias de las empresas de un pais en todo el rango de variacién de los datos,
parece ser el Activo medio de dichas empresas. Este resultado parece consisten-
te con la muestra y confirma una elasticidad unitaria entre ambas medidas del
tama’fio.

Cuapro 10
Medidas de influencia, datos en logaritmos, sin incluir EE.UU.

InV InV I3 r v 7 D

5,51745 6,02196 —2,58539 —0,504508 0,48423 2,0651 1,31088
* 7,68089 0,83445 * 1,20031 0,8331 *
6,56103  6,36119 0,75030  0,199845 0,33537 2,9818  0,08579
6,23637  5,93300 1,14409  0,303369 0,46542 2,1486  0,42408
6,16752 6,33825 —0,72598 —0,170736 0,41747 2,3954¢  0,10147
4,95583 5,01678 -—0,13209 —0,060949 0,09619 10,3960  0,00124
6,20254 6,16503 —0,12732 0,037503 0,23618 4,2341  0,00161
5,70711  5,50270 0,79618 0,204412 0,09868 10,1336  0,01436
4,69135 4,62771 0,06196  0,063643 0,29808 3,3548  0,00693
10 5,11799 4,82372 0,86808 0,294276 0,23553 4,2457  0,09875
11 4,60517 4,46164 0,55122  0,143527 0,21728 4,6023  0,02067
12 4,43082  4,28949 0,62207 0,141322 0,22148 4,5151  0,02065
13 4,77912 4,72161 0,40070  0,057511 0,25034 3,9946  0,00417
14  3,55535 4,04224 —1,41698 —0,486891 0,55246 1,8101  1,85010
15 5,46806 5,69038 —0,94168 —0,222323 0,09130 10,9531  0,01546

[TolNe TR No) I RE ELE A

Hemos incluido junto a cada regresién el R?, para mostrar como este coeficien-
te disminuye cuando pasamos de una relacién con una observacién muy influ-
yente, que indica no linealidad, a otra que elimina la observacién influyente.
Analizaremos las razones tedricas de este hecho en la secci6én siguiente.

5. Observaciones influyentes y R2

Cuando la muestra contiene una observacién potencialmente influyente y com-
paremos distintas transformaciones de la variable dependiente, vamos a com-
probar que cualquier transformacién que «estire» la nube de puntos y haga,
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por tanto, a dicha observaciéon todavia mds influyente, tenderd a aumentar el
R? y viceversa. Por tanto, si partimos de una relacién lineal con una observa-
cién potencialmente algo influyente y aplicamos una transformacién que estira
la nube de puntos y convierte la relacién en no lineal, la influencia de esta
observacién y el coeficiente de correlacién, tenderan, en general, a aumentar.

Para justificar este resultado que parece ir contra la intuicién, consideremos un
modelo de regresion lineal simple. Supongamos que la relacién es lineal en los
datos originales y sea r el coeficiente de correlacién en una muestra concreta.
Sea (x;, y;) el punto mas influyente en dicha muestra, que serd aquel con
|x; — X maxima. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x; — ¥ > 0, y,
— 7 > 0, y desplazamos su coordenada y; verticalmente, pasando del punto (x;,
o) al (x, 7 + As) con A >0, sin alternar los » — 1 puntos muestrales
restantes. Se demuestra en el Apéndice que entonces:

I) Un desplazamiento pequefio de » aumenta siempre el coeficiente de corre-
lacién (la derivada de r respecto a A es positiva).

2) Si llamamos r(A) al coeficiente de correlacién al desplazar y, r(A) aumenta
con A y luego disminuye tendiendo hacia un valor limite cuando A — o

que es /o; — 1/n, siendo v; la influencia potencial del punto modificado.

3) Si vy es alto, podemos desplazar mucho y, por ejemplo 15 desviaciones
tipicas, y aumentar el coeficiente de correlacién (véase el grafico 9).

La primera conclusién de este resultado es la siguiente: si los datos son, por
ejemplo, lineales en logaritmos como en el ejemplo, expresarlos en unidades
originales equivale a aplicarle una transformacién exponencial que «expande»
especialmente Jos puntos extremos y aumenta, en consecuencia, el coeficiente de
correlacién.

r(a)

700 4
680
660—

640

620 —

600+

T T T T T
000 20000 40.000 60.000 80.000 a

Gréfico 9. Evolucién del coeficiente de correlacién al desplazar A desvia-
ciones tipicas un punto con coordenadas estandarizadas ((x — #)/s, = 3,

(y = Mls, = 3} y 20 datos.
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La segunda conclusién es que cuando una muestra contenga un dato erréneo
que esté situado en una posicién muy influyente —por ejemplo, tomamos mal
el valor de y para un x alejado de la media— este error tenderd a inflar el
coeficiente de correlacién y producirad una sensacién de «ajuste» mayor de lo
que corresponde a la muestra.

6. Coeficiente de robustez

Un procedimiento atractivo de juzgar la adecuacién del modelo es el siguiente:
dejar una observacién fuera, construir un modelo con las n — 1 restantes y
prever la observacién eliminada. Haciendo esto para las n observaciones se
obtiene una medida «externa» de la precisién del modelo dada por el error
cuadréatico de validacién:

e

EC, = ()’i - }"(i))2

it

i=1

que utilizando (4,2) puede escribirse:

1 2
EC, = z(~———) P
1 — oy

Algunos autores —Stone (1974)— han propuesto elegir los estimadores f de
manera que minimicen EC,. La légica de este procedimiento es tomar como
estimadores los que mejor predigan observaciones externas, y conduce a una
estimacién que requiere minimos cuadrados ponderados. El inconveniente de
este criterio es que proporciona estimadores poco robustos: las observaciones
con mayor influencia potencial por estar méas alejadas del resto —por tanto con
v; proximos a la unidad— tendrdn un peso enorme en la determinacién de los
parametros. Por tanto no recomendamos utilizarlo. Sin embargo, el cociente:

v - seea - w2 ()
._2()"}"@))2_ n— (k+ 1)\l — v/ \$r

representa una medida de la robustez del modelo. Es obvio que:

0 < B <1

cuando las predicciones f; sean proximas a j;, el valor de B2, coeficiente de
robustez, serd préximo a uno, mientras que si hay gran diferencia entre ambas
B? sera préximo a cero.

Como ejemplo de la utilizacién de este coeficiente la tabla presenta su aplica-
cién a un conjunto de datos construido por Anscombe (1973).

Los cuatro conjuntos de datos conducen a la misma ecuacién de regresion y al
mismo valor para los estadisticos R?, §z. Sin embargo, su coeficiente de robus-
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tez, B?, indica claramente las diferencias entre ellos. Los datos se indican en el
cuadro 11. El cuadro 12 los presenta graficamente conjuntamente con el valor
de B?, que discrimina perfectamente entre el modelo bien especificado (a), los
que presentan algin problema (b) y (¢), y el que estd basado en sblo una
observacién (d).

Cuapro 11

Datos de Anscombe

Observacién X(a) () vy (c) Y (a) Y(b) Y(c) x(d) Y{d)
1 10 8,04 9,14 7,46 8 6,58
2 8 6,95 8,14 6,77 8 5,76
3 13 7,58 8,74 12,74 8 7,71
4 9 8,81 8,77 7,11 8 8,84
5 11 8,33 9,26 7,81 8 8,47
6 14 9,96 8,10 8,84 8 7,04
7 6 7,24 6,13 6,08 8 5,25
8 4 4,26  3,i0 5,39 19 12,50
9 12 10,84 9,13 8,15 8 5,56
10 7 4,82 7,26 6,42 8 7,91
11 5 5,68 4,74 5,73 8 6,89
Nota: El cuadro 11 presenta datos para cuatro modelos distintos. Los datos bajo el

encabezamiento X (a} (b) y (c) representan los valores numéricos de la variable explicativa
que son comunes para las regresiones con ¥{(a), ¥(b) e ¥'(c). Tenemos pues tres modelos
distintos, por serlo la 7, aunque la X sea comin a los tres. Por dltimo ¥(d) y X(d) definen
conjuntamente otra regresion.

Cuapro 12
Aplicacién de B? a datos de Anscombe (1973)

Gréfico o o @ . ° ®

veoes

Regresién §=34+05 ; $£=152 ; r=082
B? 0,67 0,57 0,58 0,27
Apendice

Supongamos que convertimos el punto (x, ) en (x;, » + As,). El nuevo
coeficiente de correlacién serd:

As,

n

és_y_z
n

1 1 _f _
_ ;Jzi 2+ ;xi(}’i + Asy) — x(y +

1
5 |n ?+—,-+A32-(“+
\/J;iyl ﬂ(y y) ?

r(A)
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que puede escribirse:

1 _
Cov (x,5) + - s,Alx; — &
~ 5

a AZ2 1 A
sx\/s}% +'*;l£8‘(1 ——>+2nsy o =)

n

dividiendo cada término por s.5, y lamando . = (x; — X)/s5 <, = Od)/sy

r + lAZ,C
rA) = z [Al]

A? 1 2A
\/1 +7(1 —;)’f'—n—zy

Vamos a obtener la derivada de r. Llamando D al denominador de la fraccién
anterior:

1
f —_ _
r(A) — 7 1 =D+ n A%

A DA

y tomando limites cuando A — 0, como D — 1, tendremos:

dr 1
= ZA
dA  n L

Por tanto, si A y £, tienen el mismo signo, el coeficiente de correlacién
aumentara siempre. Observemos que como el coeficiente de correlacién es
simétrico en ambas variables, el resultado anterior es vilido permutando x por

J.

Cuando A — o0, la expresion [A.1] muestra que:

lim r(A) = R

A-w =1

En regresion lineal, como

1
2
v =— (1 + Z3)
n
sustituyendo en la expresién anterior y suponiendo que n; — 1 ~ n

lim r(A) = [o; — =
A= n

es interesante que los cuadrados de estos valores limites son precisamente los
términos de ponderacién en la ecuacién [8].
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Abstract

In building an econometric model the relative importance of each piece of data varies
widely. Often, a small number of data points, that are called influential observations,
are responsible for the main features of the fitted model. Identification of these points is
needed to assess model robustness and to avoid gross misspecification errors. This work
shows the problem in regression models, discusses the effect of influential points on the
correlation coefficient and presents a robust criteria to choose among models.
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